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一类迁移人群具有部分免疫的肺结核模型的分析
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摘 要:为预防肺结核疾病的传播,利用传染病建模思想,建立了一类迁移人群具有部分免疫的饱和发生率的

肺结核模型.分析表明当移入潜伏者和染病者的比例均为0时模型才存在无病平衡点和基本再生数 R0.利用

Lyapunov函数方法证明了当R0⩽1时,无病平衡点P0是全局渐近稳定的;当R0>0时,无病平衡点P0是不稳定的.
同时模型存在唯一的全局渐近稳定的地方病平衡点P*.数值模拟结果与理论结果相一致,并使用模型对我国未来

几年肺结核疫情进行了预测.
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肺结核是当前严重危害人类健康的一种慢性呼吸道传染病,其对于患者的身体影响非常大,主要是由结

核分枝杆菌引起,每年肺结核患者的人数都在呈现上升的趋势[1].据估计,我国拥有近5.5亿的肺结核感染

人群.结核病的高发人群是流动人群中的青壮年,特别是务工人员中结核患者如未能及时发现和治疗,容易

感染给别人[2],因此迁移人群的骤增给肺结核防治工作增加了新的难题.针对迁移人群肺结核的防治这一问

题,很多学者尝试利用数学建模的方法在这方面做了大量工作[3-7].文献[3]建立了具有外来迁移人群以及

饱和发生率的肺结核传染病模型,分析表明若有感染者移民到一个地区,则无法消除这个地区的疾病.文献

[4]建立了人口密度不同的两地区之间流动的SEIR流行病动力学模型,分析表明,高人口密度地区向低人

口密度地区迁移可以降低基本再生数,缩小染病规模.文献[5-7]分别考虑离散化后的传染病模型,具有肺

结核感染快慢反应,以及具有传染年龄和非线性发生率的数学模型,均对模型进行了稳定性分析.很多学者

也针对肺结核疫苗接种的防治这一问题做了大量的工作[8-10].分别建立相应的具有疫苗接种的肺结核传染

病模型,并对模型进行动力学分析.卫生防疫部门规定,新生儿出生后24h内需注射卡介苗.卡介苗可以有效

地保护儿童预防结核病,但对成年人接种卡介苗并无大作用[11].而以上的研究工作均没有考虑接种者和被

接种者具有部分免疫的情形.因此本文考虑到迁移人群的部分免疫性建立一类迁移人群具有部分免疫的

SVEIR肺结核传染病模型,并使用模型对我国近些年肺结核的疫情进行拟合和预测.

1 模型的建立

将总人群分为5个仓室:易感者,接种者,潜伏者,染病者,恢复者,其t时刻的人口数量分别记为S(t),

V(t),E(t),I(t),R(t).建立如下模型

dS
dt=Λh(1-η)-

β1SI
1+αI-μS,

dV
dt=Λω+Λhη-ϕV-μV-

β2VI
1+αI

,

dE
dt=Λp+

β1SI
1+αI+

β2VI
1+αI-μE-εE-γ1E,

dI
dt=Λq+εE-γ2I-μI-δI,

dR
dt=Λ(1-ω-p-q-h)+γ2I+γ1E+ϕV-μR,
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其中,μ 为人群的自然死亡率;δ 为因病死亡率;ε为从潜伏者转化为染病者的转化系数.总的移入或新生人

群为Λ,分别以h,ω,p,q的比例进入易感者、接种者、潜伏者、染病者等仓室,其余的进入恢复者仓室.η表示

新生儿接种疫苗的比例;γ1和γ2分别是潜伏者和染病者的恢复率;α为衡量人群的行为抑制因素.β1和β2分

别表示染病者感染易感者和接种者所具有的传染率系数,根据传染病免疫接种的意义有β2<β1.ϕ表示接种

疫苗后获得永久免疫进入恢复者的转移比例.这里假定所有参数均为非负常数,且1-ω-p-q-h⩾0.
由于模型(1)中的前4个方程不含R,故只需讨论模型(1)的前4个方程,得到等价模型

dS
dt=Λh(1-η)-

β1SI
1+αI-μS,

dV
dt=Λω+Λhη-ϕV-μV-

β2VI
1+αI

,

dE
dt=Λp+

β1SI
1+αI+

β2VI
1+αI-μE-εE-γ1E,

dI
dt=Λq+εE-γ2I-μI-δI,

ì

î
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(2)

则模型(2)的正向不变集为Ω1= (S,V,E,I)∈R4
+ S+V+E+I⩽

Λ
μ{ } .

2 无病平衡点的稳定性

记m=μ+ϕ,n=μ+ε+γ1,g=μ+γ2+δ,
β1SI
1+αI≜Sf1(I),

β2VI
1+αI≜Vf2(I).显然模型(2)在

p=q=0时有一个相应于疾病消除的无病平衡点P0(S0,V0,0,0),其中,S0=
Λh(1-η)

μ
,V0=

Λω+Λhη
m .

进一步得到模型(2)的正向不变集为Ω= (S,V,E,I)∈R4
+ S+V+E+I⩽

Λ
μ

且S<S0,V <V0{ } .

可以根据文献[12]可得模型(2)的基本再生数为R0=
εmβ1Λh(1-η)+εμβ2Λ(ω+hη)

μmng
.

定理1 若p=q=0,当R0⩽1时,则模型(2)的无病平衡点P0 是局部渐近稳定的;当R0>1,模型(2)
的无病平衡点P0 是不稳定的.

证明 模型(2)在无病平衡点P0(S0,V0,0,0)处雅可比矩阵对应的特征方程为

(λ+μ)(λ+m)[(λ+g)(λ+n)-ε(β1S0+β2V0)]=0. (3)
显然,方程(3)有λ1=-μ <0,λ2=-m <0,而其他特征根满足:

λ2+(n+g)λ+ng-ε(β1S0+β2V0)=0. (4)
当R0 ⩽1时,可以直接得ng -ε(β1S0 +β2V0)⩾0,所以方程(4)有两个具有负实部的特征根.由

Routh-Hurwitz判据知方程(3)的所有特征根均具有负实部,则无病平衡点P0(S0,V0,0,0)是局部渐近稳

定的.同理当R0 >1时,方程(3)有正实根,所以无病平衡点P0(S0,V0,0,0)是不稳定的,证明完毕.
定理2 若p=q=0,当R0 ⩽1时,模型(2)的无病平衡点P0 全局渐近稳定.
证明 构造Lyapunov函数:V(E,I)=εE+nI.则沿模型(2)轨线的全导数为

dV
dt=ε β1SI

1+αI+
β2VI
1+αI-nE

æ

è
ç

ö

ø
÷+n(εE-gI)⩽I[ε(β1S0+β2V0)-ng],

即当R0<1时,有dV
dt⩽0

,故模型(2)轨线的ω 极限集在集合M1= (S,V,E,I)dVdt=0{ }={(S,V,E,I)|
I=0}中.在集合M1 中模型(2)的解满足E(t)=E(0)e-nt,则当t→+∞ 时,E →0.同理可以得出,在集合

M1 中当t→+∞ 时,S→S0,V →V0,所以{P0}是模型(2)在M1 中的最大ω 极限集.由LaSalle不变集原

理知,在Ω 内的任何轨线都趋于P0.接下来讨论R0=1时情形,因为

dV
dt ⩽ε

β1(S-S0)I
1+αI +ε

β2(V-V0)I
1+αI ⩽0,

则 M2= (S,V,E,I)dVdt=0{ }={(S,V,E,I)|S=S0 且V=V0 或I=0},经讨论{P0}是模型(2)在M2
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中的ω 极限集.综上所述,由LaSalle不变集原理知,在Ω 内的任何轨线都趋于P0.故当R0⩽1时,无病平衡

点P0(S0,V0,0,0)是全局渐近稳定的,得证.

3 地方病平衡点的稳定性

本节讨论当p,q不全为零时,模型(2)不再存在无病平衡点.假设模型(2)存在地方病平衡点P*(S*,

V*,E*,I*),令模型右端为零求解以下代数方程组

Λh(1-η)-S*f1(I*)-μS* =0,

Λω+Λhη-mV* -V*f2(I*)=0,

Λp+S*f1(I*)+V*f2(I*)-nE* =0,

Λq+εE* -gI* =0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(5)

由方程组(5)的第1,第2和第4个方程,可以得到 S* =
Λh(1-η)
f1
(I*)+μ

=
Λh(1-η)(1+αI*)

β1I
* +μ(1+αI*)

,V* =

Λω+Λhη
f2
(I*)+m

=
(Λω+Λhη)(1+αI*)

β2I
* +m(1+αI*)

,E* =
gI* -Λq

ε
,

代入方程组(5)的第3个方程得到:

0=Λp+
Λh(1-η)f1

(I*)

f1
(I*)+μ

+
(Λω+Λhη)f2

(I*)

f2
(I*)+m

-
ngI* -Λnq

ε . (6)

将(6)式展开整理可以得出0=a1(I*)3+a2(I*)2+a3(I*)1+a4.当
β2
(Λω+Λhη)ε

ngm +
β1Λh(1-η)ε

ngμ
⩾

1时,即a3 >0.因此根据笛卡尔符号法则知在 Λq
g
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上存在唯一的正根I*.当

β2
(Λω+Λhη)ε

ngm +

β1Λh(1-η)ε
ngμ

<1时,令 H(x)=Λp +
Λh(1-η)f1

(x)

f1
(x)+μ

+
(Λω+Λhη)f2

(x)

f2
(x)+m -

ngx-Λnq
ε .由于

f1
Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和f2

Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷ >0,则

H Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷=Λp+

Λh(1-η)f1

Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷

f1
Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷+μ

+
(Λω+Λhη)f2

Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷

f2

Λq
g

æ

è
ç

ö

ø
÷+m

>0,

并且 H(x)→-∞(x →+∞).又

H'(x)⩽-
ng
ε +

Λh(1-η)β1
μ

+
(Λω+Λhη)β2

m =
Λh(1-η)β1ε

μng
+
(Λω+Λhη)β2ε

mng -1<0,

结合f(x)单调递增,f'(x)⩾0,故H'(x)<0,即H(x)在(0,+∞)上单调递减,在 Λq
g
,+∞

æ

è
ç

ö

ø
÷ 上存在唯

一的正根I*.当I* <
Λq
g

时,E* <0,所以不存在正根.因此综上所述得出模型(2)总存在唯一的地方病平衡

点P*(S*,V*,E*,I*).
定理3 模型(2)的地方病平衡点P*是全局渐近稳定的.
证明 考虑Lyapunov函数

V(S,V,E,I)=S*φ
S
S*
æ

è
ç

ö

ø
÷+V*φ

V
V*
æ

è
ç

ö

ø
÷+E*φ

E
E*
æ

è
ç

ö

ø
÷+

S*f1
(I*)+V*f2

(I*)

εE* I*φ
I
I*
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

其中φ(x)=x-1-ln(x).则沿模型(2)轨线的全导数为

dV
dt= 1-

S*

S
æ

è
ç

ö

ø
÷(Λh(1-η)-Sf1(I)-μS)+ 1-

V*

V
æ

è
ç

ö

ø
÷(Λω+Λhη-Vf2(I)-mV)+
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1-
E*

E
æ

è
ç

ö

ø
÷(Λp-Sf1(I)+Vf2(I)-nE)+

S*f1
(I*)+V*f2(I

*)

εE* 1-
I*

I
æ

è
ç

ö

ø
÷(Λq+

εE-gI)=-μ(S-S*)2

S -
m(V-V*)2

V -Λp
(E-E*)2

EE* -

Λq
[S*f1(I

*)+V*f2
(I*)](I-I*)2

εE*II* +S*f1(I*)A+V*f2(I*)B,

其中

A=3-
S*

S +
f1
(I)

f1(I
*)-

E*Sf1
(I)

ES*f1(I
*)-

EI*

E*I
-

I
I*
,B=3-

V*

V +
f2
(I)

f2
(I*)-

E*Vf2
(I)

EV*f2(I
*)-

EI*

E*I
-

I
I*.

记A=φ
f1
(I)

f1
(I*)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷-φ

S*

S
æ

è
ç

ö

ø
÷-φ

E*Sf1
(I)

ES*f1
(I*)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷-φ

EI*

E*I
æ

è
ç

ö

ø
÷-φ

I
I*
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,令F(I)=φ

f1
(I)

f1
(I*)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷-φ

I
I*
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,可

得dF(I)
dI =

1
I -

1
I*

æ

è
ç

ö

ø
÷ 1-

1
(1+αI)2

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

从而当I⩾I* 时,dF(I)
dI ⩽0.当I⩽I* 时,dF(I)

dI ⩾0.因此maxF(I)=F(I*)=0,即A ⩽0,等号

成立当且仅当I=I*.同理可得B ⩽0,等号成立当且仅当I=I*.即S=S*,V=V*,E=E*,I=I* 时

dV
dt=0.综上所述根据LaSalle不变集原理知t→∞时,(S,V,E,I)→(S*,V*,E*,I*),故模型(2)的地方

病平衡点P* 是全局渐近稳定的,证毕.

4 数值模拟

4.1 数值模拟

图1(a)显示了选取参数p=q=0,Λ=1,ε=0.60,β1=0.40,β2=0.32,μ=0.30,ϕ=0.60,δ=0.20,γ1=0.
10,γ2=0.40,ω=0.40,h=0.30,δ=0.20,γ1=0.10,γ2=0.40,ϕ=0.60,η=0.15,α=0.20,此时基本再生数

R0=0.3321⩽1,模型(2)的解曲线趋向于无病平衡点P0(0.8492,0.4944,0,0).
图1(b)显示了当p,q不全为零时,即选取参数p=0.15,q=0.05,μ=0.30,h=0.30,δ=0.20,γ1=0.10,

γ2=0.40,ϕ=0.60,Λ=10,ε=0.60,β1=0.40,β2=0.32,ω=0.40,α=0.20,η=0.15,此时基本再生数R0=
3.3215>1,经验证模型(2)的解曲线趋向于地方病平衡点P*(2.1082,2.7316,5.4124,4.1538).

4.2 参数的敏感性分析

理论分析表明,当参数p=q=0时,阈值是影响疾病是否流行的主要因素,本文所建立的传染病模型的
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基本再生数R0=
εmβ1Λh(1-η)+εμβ2Λ(ω+hη)

μmng
,为了检测它对各参数的依赖性,利用PRCCs(偏秩相

关系数)方法对模型基本再生数R0 中的参数作敏感性分析,以确定各参数对阈值的影响大小。从图2可以

看出,因素都对疾病的爆发或消除有着不同程度的影响.因此,经过分析可以得出减少和控制该传染病的传

播的几个有效方法.
1)控制潜伏者转化为感染者的转化系数ε使其减小,即延长疾病的潜伏期或在潜伏期对疾病的潜伏者

进行有效的治疗使其避免发展为感染者.
2)控制疾病的染病者感染一个易感者的传染力β1 使其降低,即在日常生活中易感者人群尽量避免接触

患者,或注意个人卫生以阻断肺结核的感染途径.
3)控制新生儿接种疫苗的比例η使其增大,即加强对新生儿的疫苗接种.
4)控制染病者的恢复率系数γ2 使其增大,即缩短疾病的治愈周期.
5)控制总的迁移人群Λ 使其减小,即减少外来人口同时鼓励产妇及时产检.
6)图3是选取α1=0.2,α2=0.4,α3=0.73个不同的值时相应染病者的变化曲线.如图3所示,通过增大

该传染病中人群的行为抑制因素α就能有效地抑制疾病的传播与爆发.故可以通过宣传增加人们对疾病的

认识,使人们了解其传播途径和发病机理等各种知识,定期体检以增加自我防范意识.

4.3 我国TB流行趋势

本节通过模型(2)对我国从2003年到2017年的肺结核患者数据进行模拟,以此预测未来几年的肺结核

发展趋势.图4表示模型模拟的数据和真实数据的拟合程度,在模拟过程中需要用到大部分参数可以从文献

中获得,也有的参数需要利用最小二乘法搜索得到,其中所用数据均列于表1和表2中.可以从图4中直观

地看出,该肺结核模型模拟的结果与实际发展趋势一致,同时得到未来肺结核患者将达到平稳的趋势并伴随

有略微减小的趋势.
表1 肺结核模型的参数

Tab.1 Parametersofthetuberculosismodel

参数 参数的意义 参数值 来源

Λ 平均新增迁移人数 223840 文献[13]

μ 人口的死亡率 0.0134 文献[14]

ε 进展为肺结核的自然发生率 0.4 文献[14]

δ 因病死亡率 0.0333 文献[14]

γ2 肺结核患者的恢复率 0.7 文献[15]

参数 参数的意义 参数值 来源

γ1 肺结核患者的恢复率 0.55 文献[15]

α 人群的行为抑制因素 0.910 估计

ϕ 接种者的永久免疫率 0.320 估计

η 新生儿接种疫苗的比率 0.751 估计
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表2 中国2003年到2017年的肺结核患者数据

Tab.2 DataoftuberculosispatientsinChinafrom2003to2017

年份 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

人口/人 706087 970278 1259308 1127571 1499266 1169540 1076938 991350

年份 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017

人口/人 953275 951508 904434 889381 864015 836236 835195

5 结 论

本文建立了迁移人群的SVEIR肺结核传染病模

型,通过理论分析研究无病平衡点和地方病平衡点的

存在性和稳定性,并利用数值模拟验证理论结果.同时

对所建模型的基本再生数 R0 中部分参数作偏执相关

系数分析,分析出可以采取延长肺结核的潜伏期,降低

染病者的感染力、增强对肺结核的治愈能力、加强对新

生儿的接种力度、控制总的移入或新生人群数量、增强

人们对肺结核的自我防范意识等措施,对控制肺结核

有很大的作用.最后对所建模型进行数据模拟,得到拟

合的结果和实际肺结核患者数据基本符合,并预测了

我国未来几年肺结核疫情,结果表明肺结核疫情将呈

现平稳且下降的趋势.
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Analysisonatuberculosismodelwithpartialimmunityinmigrationpopulation

FangShu1,ZhangTailei1,LiuJunli2

(1.SchoolofScience,Chang'anUniversity,Xi'an710064,China;2.SchoolofScience,Xi'anPolytechnicUniversity,Xi'an710048,China)

Abstract:Inordertopreventthespreadoftuberculosis,akindoftuberculosismodelwithpartialimmunityinmigration
populationandsaturationincidencewiththemodelingideaofinfectiousdiseaseisestablished.Theanalysisshowsthatthemodel
hasauniquedisease-freeequilibriumpointP0andthebasicreproductivenumberR0whenmigrationpopulationenteringthein-
cubationandinfectionpopulationrespectivelyarebothzero.WhenR0⩽1thegloballyasymptoticstabilityofdisease-freeequilib-

riumpointP0isprovedbythefunctionsmethodsandthedisease-freeequilibriumpointP*isunstable.Meanwhile,themodel
hasauniqueendemicequilibriumpointwhichisgloballyasymptoticallystable.Numericalsimulationresultsareinaccordance
withthecorrespondingtheoreticalresultsobtainedinthispaper,andthemodelisusedtoforecasttheepidemictrendoftubercu-
losisofChinainthefutureyears.

Keywords:migrationpopulation;partialimmunity;nonlinearincidencerate;globallyasymptoticallystable
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