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场论中的离散积分理论研究 
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摘 要：将差分视作一个几何变量，通过离散差分变分原理，得到场论中的Noether等式的离散形式．给出场 

论中的离散 Noether定理．得到场论中存在离散的 Noether守恒量的条件．引入非线性 Schr6dinger方程的算例说 

明理论 的应用． 
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差分方程的积分理论在求解离散力学系统方程时起到非常重要的作用．离散 Noether定理是通过系统 

对称性理论得到第一积分的方法．这是求解差分方程的一种重要的路径．Birkhoff在 1913年首次讨论了差 

分方程[】]．Cadzow 给出了离散变分原理和离散 的 Euler—Lagrange_2]，Noether定理揭示了守恒量和 

Noether对称性的一一对应关系[3]．离散的Noether定理为差分方程的第一积分提供了简洁的途径． 

Noether对称性理论被广泛应用于经典力学中_4 ]．近年来，Noether对称性理论在场论中也有了一定 

的应用 ]．李子平将 Noether第一定理推广到相空间中，得到了相空间中Noether第二定理 ．Arens基于 

场空间的变换理论，通过 Noether理论得到了电流守恒量的结论，而这些守恒的电流是麦克斯韦电磁场理论 

所没有探究得到的__g]．然而，以往的文献只是研究了场论中连续系统的Noether定理，还没有文献涉及离散 

场论的Noether定理．在离散场论的研究中涉及与Noether定理紧密相关的变分原理的离散格式．郭汉英 

首先给出了场论中的差分离散变分原理，得到了差分离散 Euler—Lagrange方程和正则方程口 ．陈景波发展 

了多辛场论中的全变分原理，得到了多辛一能量一动量积分子_1 ．这些离散的变分原理为探究场论中的 

Noether对称性理论奠定了理论基础． 

变分积分子是基于离散变分原理的系统的动力学方程形式．对于保守系统或受到完整约束的动力学系 

统，离散变分算法具有较好的保系统的几何结构(辛结构)和保系统的守恒量(动量、能量、约束等)的特 

性口。 ．而且，相对于传统算法(4一RK)，在计算的精确性和对动力学行为的长期跟踪性方面具有更为明显 

的优势 ． 

本文基于差分变分原理，研究场论中的Noether定理和变分积分子，给出场论中的离散能量方程和动量 

方程形式．给出Noether对称性的定义．根据 Hamilton作用量的不变性理论，得到 Noether等式的离散形 

式，进而给出场论中离散版本的Noether定理． 

1 场论中保守系统的离散方程 

x 是 2维闵可夫斯基空间，独立场变量为32和t，系统的态函数 U．X一 (z，￡)和x×U一 (z，t，“)对 

应的离散表达式为．X===Z×Z= {(z ， )}和 X×U 一 (z ， ，，U )．相对于连续系统的 Lagrange函数在一 
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段 时I司上 的积 分彤 式 ，离散 的 Hamilton作 用量 L(z，t， ， ， )dx ^ dt的离散彤 式 口J表不 为 

L(xl，tj，Ulj，A Uij，A )zx Af， (1) 

其中A “ 一 ，△ 一 L ，△ 一Xi--1一Xi，A 一 t 1一 ． 
Izi+1一 Xi tj+l— t。 

场论中保守 Lagrange系统的离散 Euler—Lagrange方程，离散能量方程和动量方程为 

O 

aL

～

b- 1J ) ( )一o， 

( 一 )一o， ㈦ 
+ △ a(△OL ；D 1j △ 

一 L占 )一。． (4) 
其中，能量方程(3)为离散能量守恒率方程．方程(4)被称为动量守恒方程．耦合算子(2)～(4)被称为多辛 一 

能量 一动 量积 分子 ． 

2 场论 中的 Noether定理 

在连续场论的对称性研究中，研究T Yang—Mill场 和电磁场论的 Noether对称性和守恒量理论 ．对 

于离散场论 ，独立变量 t ，五 和非独立变量 作如下无限小变换 

t7 ：==t +8t ，Xj*= ，+ J，Uq 一 + 龇 ， (5) 

其中 一gri，缸 一《 ，龇 一￡叩 ，￡为无限小参数，无限小生成元t=== (z ，tj，uq，A ，A Uij)，￡一￡(z ， 

t ，“ ，A “ ，△ “ )和啦 一 (z ，t，，uij，A Uij，△ Ulj)为Lie群的无线小生成元．基于这种离散的无限小变换 

理论被广泛应用到 Lagrange系统 ，Hamilton系统 ，非保守动力学系统 和场论 中． 

定义 1 如果离散 Hamilton作用量(1)是无限小变换群(5)的不变量，始终成立 

△ z A t {△ ·L岛+△ 8t ·L茜+乩 苗}一 0， (6) 

则称无限小变换是 Noether意义下的对称变换． 

判据 1 对于无限小变换群(5)，如果满足条件 

一 △ ·H ·H如+ + 

+ 。+ 一 。 ㈩  

则变换式(5)为给定系统的Noether对称性变换． 

定理 1 如果无 限小变换(5)是 Noether对称性变换 ，则系统(2)～ (4)有守恒量 

． L一 乩 +( 一 aL ly-l／／~xui lj) + 

乩 +(L 一 Atulj-1)& 一const． (8) 
证明 离散 Hamilton函数 

H％ 一 OLg △ 
— L茜，H‰一 等 △ “ —L ． 

等式(7)可表示为 

H _△， ·H如+》  + + “ + “ 一 
蛾  ·L~5 q-A + + + 

U 

+ 
oZ ． 0 ． 0 ， 

(△ “ 一(△ )·△ )+ 等 (△ “ 一(△ )·Atu q)一 
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[ ( AxUi-lj--L ) +[ ( A,uo 1--L ) + 

[ aLb li ) ( ) 十 

△ ( 乩 十( 一 OL ~li,di．ui-lj) )+ 

△r( 芸尝} 乩 +(L ～ aLS-*Atuij-1) ，)=。． 
将式(2)～ (4)代人式 (9)，可得 

△ ( 抛。+( 一 aL i~~J／~xui--lj) )+ 

△t( 乩。+(L ～ Atui)1) )一。， 
即有关系式 AI =△ +△ ， — 0，得式(8)是守恒量

． 

定义2 如果存在规范函数 G —Go'(x ， ， ， “ ，A,uij)使得无限下变换 (5)满足 

asp一一 (z汁1～ z )( +1一 t5)△(￡G )， 

其中A(~-G；j)一△ (eG )+△ (￡G )，则无限小变换式 Noether准对称变换
．  

判据 2在无限小变换(5)下。电Ⅱ果满早等 

△ ．H若+ ·H若+等 + + 溉+ 
—  

aLg
0(aS △ 抛  + ( z5 )-／． a~o u 一～ △( G ) ‰ ) a f“ 一 一 △ L 

成立 ，则变换(5)是准对称变换．． 

(9) 

(10) 

(11) 

定理 2 如果无限小变换(5)是系统准 Noether对称变换的
，则场论 中 Lagrange系统有如下守恒量 

Iij--老 龇 +( 一老 Axui--lj)~X + 

尝 乩 +(L 一 Atuo-~) + G ： 。n t． 
证明 根据定义 2，等式(11)可写为 

m z．H ，·H为+ + +挚 + 
蜥  + + △( 

类似于定理 1的证明，可得 AI 一0．利用 Leibnitz法则和等式(2)～ (4)可得 J 
， 守恒． 

3 例 子 

非线性 Schr6dinger方程表示为 

i以+ +2 f f 一0． 

设 一P+iq，式 (14)的离散 Lagrange形式为 

L岛一专[(△ ) +(△ qo)。+Po△fq 一q △ 一(户 +q )z]． 
由积分子(2)～ (4)，离散 Euler—Lagrange方程为 

专(△ +aS Po～ )+aS (z5 q 1 )+2(p +q )g =0， 

专(△ g +z5 q 一1)～△ (△ 卜1 )一2(p；+g；) 一0． 
离散能量方程为 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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+q 一1) 一(△ P 1) 一(△ q 一1)。]一 0． (18) 

离散动量方程为 
～一 1 

∑A E(p~-1 +口 1，) +(△ p卜1，) +(△ qr．1 ) 一pi-~jA qH +qi-ljA P卜l ]一 0． (19) 
J= o 

通过计算可得方程(7)(7)在无限小变换式 

一 t，+ ￡，x7===z +e， — u (20) 

保持不变性．根据判据 1可知，此无限小变换是 Noether对称的．由Noether定理可得，场论中的离散 

Lagrange系统的 Noether对称性可直接导致守恒量 

L —L 一 △ “H +L 一 

守恒量(21)是系统的能量守恒式． 

满足等式(7)(7)的无限变换生成元和规范函数为 

￡ 一 ti+ e， 一 一 ￡，“ 一 “ ，G 一 ( 一1 

根据定理 2，可得守恒量 

aLg-~ △ 
“ 一常数． (21) 

+qL"1) 一(△ P 一1) 一(△ q 一1) ． (22) 

一 ( 一l+q 一1) 一(△ P —1) 一(△ q 一1)。一 常数． (23) 

考虑到能量守恒方程(18)，(23)式是能量守恒式．文献[-16]将在位势的概念应用到非线性薛定谔方程的离 

散格点上，利用简单孤立子的变量逼近的方法，得到了非线性薛定谔方程的能量守恒，本文由定理 2得到的 

守恒量(23)的物理意义和文献[16]fl~量守恒的结论是一致的．所以，利用离散场论的积分理论能够更方便 

地得到系统的物理性质． 

4 结 论 

本文研究场论中离散 Lagrange系统的 Noether定理和变分积分子．主要结论是积分子式(2)～(4)，判 

定方程 (7)、(11)和守恒量(8)、(12)．非线性 Schr6dinger方程的例子表明通过寻找合适的对称性可以得到 

系统的守恒量．困难在于如何找到同时满足确定方程和 Noether等式的离散的无限小变换生成元和规范函 

数．本文为探讨场论的物理性质提供了一条更加简洁的途径． 
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Abstract：Based on the design of bandpass filter and the same frequency combiner，a miniaturized LC combiner with the 

common resonator is designed，which is made up of three same VHF bands and one UHF band circuits．The combiner’s circuit 

model is simulated and optimized by the ADS software of the Agilent corporation．The result shows that the combiner’s each 

port has the good matching，low insertion loss，and high isolation．Moreover，the combiner meets the requirement of engineering 

design and has the smal1 dimension．simple structure and high practical value． 
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Abstract：The discrete analogue of Noether-type identities in field theory is investigated by means of difference discrete 

variational principle with the difference being regarded as an entire geometric obj ect．The discrete analogue of Noether theorems 

is obtained．The conditions of existing the discrete analogue of Noether conservation law in field theory are proposed．The dis— 

eretization for the nonlinear Sehr6dinger equation is presented to illustrate the results． 
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