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调和分数Ornstein-Uhlenbeck金融模型的参数估计
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  摘 要:为了描述金融资产价格过程的长相依性和自相似性,首先构建由调和分数布朗运动驱动的分数

Ornstein-Uhlenbeck(O-U)模型.由于调和分数布朗运动是分数布朗运动的推广,故所构建的模型具有更广泛的应

用.然后基于离散观测样本,利用最小二乘方法,得到模型漂移参数的估计量,并证明了估计量的相合性和渐近分

布.最后,通过模拟展示了所得估计量的有限样本性质,模拟结果显示估计量的值拟合参数真值的效果较好.
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自随机微分方程理论创立以来,在许多领域得到了广泛的应用,特别是金融、经济等领域.近年来,许多

学者对由分数布朗运动驱动的随机微分方程的参数估计及估计量的渐近性质进行了深入研究.分数布朗运

动是一个正态随机过程,其被广泛应用于天文学、原子物理学、分子物理学和金融等领域.MEERSCHAERT
等[1-2]在分数布朗运动的滑动平均表示的基础上加入了指数回调,研究了调和分数布朗运动模型.CHEN
等[3]讨论了调和分数布朗运动的遍历性和Fokker-Planck方程,并引入了调和分数Langevin方程.SHEN
等[4]通过输运过程给出了调和分数布朗运动的一个强近似,并推导出了收敛速度.此外,SABZIKAR等[5]阐

明了第二类调和分数布朗运动,并证明了其与调和分数布朗运动是两个不同的过程.
在过去的几十年中,有很多常用的方法来估计随机微分方程中的参数,例如,最小二乘法,极大似然估计

法.WANG等[6]基于离散高频观测,利用最小二乘法估计了由Lévy噪声驱动的O-U过程的参数,并研究了

估计量的渐近行为.DING等[7]研究了离散时间观测下由分数Lévy噪声驱动的CIR模型的最小二乘估计

量,并通过模拟研究展示了估计量的有效性.TANAKA等[8]在特定初始值下得到了分数Vasicek模型漂移

参数的极大似然估计量,分别在平稳情况、爆炸情况和边界情况下建立极大似然估计量的渐近理论,同时发

现估计量的渐近理论依赖于Hurst参数的值.LOHVINENKO等[9]将TANAKA等[8]特定的初始值扩展到

任意取值.PRAKASARAO[10]研究了混合分数Vasicek模型的极大似然估计量的渐近性质.其他估计方法

见文献[11-13].
在已有的文献中,BONIECE等[14]首次构造基于调和分数布朗运动的小波分析,提出了一种新的非线性

对数回归小波估计,并证明了估计量的相合性和渐近正态性.BONIECE等[15]用小波构造了调和分数布朗运

动的第一种统计方法,对分数布朗运动和调和分数布朗运动进行有效性测试,用实例证明调和分数布朗运动
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模型比分数布朗运动模型更好.本文基于离散观测样本利用最小二乘法研究了由调和分数布朗运动驱动的

O-U过程漂移参数的估计问题,并证明了所得估计量的渐近理论,最后用数值模拟展示了估计量的拟合效果.

1 模型和最小二乘估计

假设 {Xt,t⩾0}是定义在滤子空间(Ω,F,P,Ft⩾0)上的随机过程,且满足如下由调和分数布朗运动驱

动的随机微分方程:
dXt=-αXtdt+σdBH,λ

t ,t∈ [0,T],X0=x0, (1)
其中x0 >0是初始值,{BH,λ

t ,t⩾0}是参数λ>0且H ∈ (0,+∞)的调和分数布朗运动,漂移参数α≠
0是未知参数.下面,首先介绍一些关于调和分数布朗运动的基本知识(可参见文献[1]).

定义1 设B(dx)是R上独立的高斯随机测度,其控制测度为m(dx)=dx,则对任意的H >0且λ>
0,随机积分

BH,λ(t)=∫
+∞

-∞
[e-λ(t-x)+(t-x)H-

1
2

+ -e-λ(-x)+(-x)H-
1
2

+
]B(dx), (2)

被称为调和分数布朗运动,其中 (x)+=xI(x >0),00=0.调和分数布朗运动的协方差函数可以表示为

E(BH,λ
s BH,λ

t )=
1
2
(C2

t|t|2H +C2
s|s|2H -C2

t-s|t-s|2H), (3)

对于任意的s,t∈R.对t≠0,

C2
t =

2Γ(2H)
(2λ|t|)2H

-
2Γ(H +

1
2
)

π
1

(2λ|t|)H
KH(λ|t|), (4)

其中C2
0=0,Kv(z)是二阶修正的Bessel函数,即

KH(z)=
1
2∫

+∞

0
uH-1e-

1
2z(u+

1
u)du.

  值得注意的是,在H∈(0,1),λ=0的情况下,BH,0
t 是分数布朗运动,具有平稳增量和自相似性(参见文献[16]).

调和分数布朗运动是一个具有平稳增量的高斯过程,因此,对任意的比例系数c>0,有
{BH,λ(ct)}t∈R ≜ {cHBH,cλ(t)}t∈R,

这里符号≜表示有限维同分布.调和分数布朗运动的harmonizable表示为

BH,λ(t)=
Γ(H +

1
2
)

2π ∫
+∞

-∞

e-itk -1
(λ-ik)

1
2+H

B̂(dk),t∈R,

其中B̂(dx)是复高斯随机测度,且满足E(̂B(dx))2=dx.
下面,考虑由调和分数布朗运动驱动的O-U过程漂移参数的最小二乘估计问题.设 {Xti

}ni=1 是随机过

程{Xt,t⩾0}在n 个时间点t1,t2,…,tn 的观测样本,其中ti=
iT
n
,Δi-1=

T
n
,i=1,2,…,n.最小化如下的

Contrast函数可得到漂移参数α的最小二乘估计量:

ϕn,α(α)=∑
n

i=1
|Xti -Xti-1 +αXti-1

Δi-1|2, (5)

其中Δi-1=ti-ti-1=
T
n.关于α 求导,得到

∑
n

i=1

(Xti -Xti-1 +αXti-1
Δi-1)Xti-1 =0. (6)

因此,有

α̂=-
∑
n

i=1

(Xti -Xti-1
)Xti-1

T
n∑

n

i=1
X2

ti-1

. (7)
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随机微分方程(1)的解可写为

Xt=e-αtx0+σ∫
t

0
e-α(t-s)dBH,λ

s . (8)

式(8)的离散化形式为

Xti =e-
αT
nXti-1 +σ∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s ,i=1,2,…,n, (9)

式(9)可改写为

Xti -Xti-1 =(e-
αT
n -1)Xti-1 +σ∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s ,i=1,2,…,n. (10)

将式(10)代入到式(7),可以将α̂改写为以下形式

α̂-α=[
n
T
(1-e-

αT
n )-α]-

σ∑
n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s

T
n∑

n

i=1
X2

ti-1

. (11)

另外,由文献[17],模型(1)的离散近似可表示为如下的欧拉模型:

Xti =Xti-1 -αXti-1
Δi-1+σ(BH,λ

ti -BH,λ
ti-1
). (12)

将式(12)代入到式(7),得:

α̂=α-σ
∑
n

i=1
Xti-1

(BH,λ
ti -BH,λ

ti-1
)

T
n∑

n

i=1
X2

ti-1

. (13)

  下一节,将讨论所得到的估计量的渐近性质.

2 相合性和渐近分布

本节主要证明所得估计量的相合性和渐近分布,首先给出如下引理.

引理1 当 H ∈ (0,
1
2
)∪ (

1
2
,1)时,设λ>α,则有

E(∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s )2 ⩽C|1-e-
2αT
n |, (14)

和

E(∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )2 ⩽C|1-e-2αti-1|, (15)

其中常数C 依赖于参数H,λ,α,T.

证明 首先证明式(14).由文献[2],利用调和分数布朗运动的随机积分公式,当 H ∈ (0,
1
2
)时,

E(∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s )2=Γ2(
1
2+H)∫

ti

ti-1

[D
1
2-H
- e-α(ti-s)-λI

1
2+H
- e-α(ti-s)]2ds, (16)

其中

D
1
2-H
- e-α(t-s)=λ

1
2-He-α(t-s)+

1
2-H

Γ(12+H)
∫

+∞

s

e-α(t-s)-e-α(t-u)

(u-s)
3
2-H

e-λ(u-s)du=

λ
1
2-He-α(t-s)+

e-α(t-s)

Γ(12+H)
∫

+∞

0
((λ-α)e-(λ-α)y -λe-λy)yH-

1
2dy=e-α(t-s)(λ-α)

1
2-H, (17)

和
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IH+
1
2

- e-α(t-s)=
1

Γ(H +
1
2
)∫

+∞

-∞
e-α(t-u)(u-s)H-

1
2

+ e-λ(u-s)+du=e-α(t-s)(λ-α)-
1
2-H . (18)

把式(17)、(18)代入式(16),可得:

E(∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s )2=Γ2(
1
2+H)∫

ti

ti-1

[e-α(ti-s)(λ-α)
1
2-H -e-α(ti-s)λ(λ-α)-H-

1
2]2ds=

Γ2(12+H)(λ-α)-2H-1α(1-e-2α(ti-ti-1))⩽C|1-e-
2αT
n |.

同理可得:

E(∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )2=Γ2(
1
2+H)∫

ti-1

0
[e-α(ti-1-s)(λ-α)

1
2-H -e-α(ti-1-s)λ(λ-α)-H-

1
2]2ds=

Γ2(12+H)(λ-α)-2H-1α(1-e-2αti-1)⩽C|1-e-2αti-1|.

当 H ∈ (
1
2
,1)时,

E(∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s )2=Γ2(
1
2+H)∫

ti

ti-1

[IH-
1
2

- e-α(ti-s)-λI
1
2+H
- e-α(ti-s)]2ds, (19)

其中

IH-
1
2

- e-α(t-s)=
1

Γ(H -
1
2
)∫

+∞

-∞
e-α(t-u)(u-s)H-

3
2

+ e-λ(u-s)+du=e-α(t-s)(λ-α)
1
2-H . (20)

将式(18)、(20)代入式(19),可得到与 H ∈ (0,
1
2
)相同的结论.证毕.

下面的定理1给出了估计量的相合性.

定理1 当 H ∈ (0,
1
2
)∪(

1
2
,1)时,设n→ ∞,α→0,且n

1
2σ→0,则α̂

P
→α,其中符号

P
→表示依

概率收敛.

证明 显然,当n→ ∞ 时,[n
T
(1-e-

αT
n )-α]→0.

结合式(8),可得:

σ∑
n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s =σ∑
n

i=1

(e-αti-1x0+σ∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s =

σ2∑
n

i=1∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s +σ∑
n

i=1
e-αti-1x0∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s .

由引理1,对任意给定的δ>0,有

P(|σ2∑
n

i=1∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s |>δ)⩽δ-1σ2∑
n

i=1
E|∫

ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s |⩽

Cδ-1σ2∑
n

i=1
|1-e-

2αT
n |

1
2|1-e-2αti-i|

1
2 ⩽δ-1O(σ2n

1
2)→0,n→ ∞,σ→0,σn

1
2 →0. (21)

P(|σ∑
n

i=1
e-αti-1x0∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s |>δ)⩽δ-1σx0e|αT|∑
n

i=1

(E(∫
ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s )2)
1
2 ⩽

Cδ-1σn|1-e-
2αT
n |

1
2 =δ-1O(n

1
2σ)→0,n→ ∞,σ→0,σn

1
2 →0. (22)

由式(21)、(22)可得:

σ∑
n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s
P
→0,n→ ∞,σ→0,σn

1
2 →0.

  当n→ ∞,α→0,且n
1
2α→0时,有T

n ∑
n

i=1
X2

ti-1

P
→
x2
0

2α
(1-e-2αT).
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T
n ∑

n

i=1
X2

ti-1 =
T
n ∑

n

i=1

(e-θti-1x0+σ∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )2=
T
n ∑

n

i=1

(e-αti-1x0)2+

Tσ2

n ∑
n

i=1

(∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )2+
2Tσ
n ∑

n

i=1

(e-αti-1x0)(∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )=I1+I2+I3,

其中

lim
n→∞

I1=lim
n→∞

T
n ∑

n

i=1

(e-αti-1x0)2=
x2
0

2α
(1-e-2αT). (23)

对任意给定的δ>0,有

P(|I2|>δ)⩽Tδ-1σ2n-1∑
n

i=1
E(∫

ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )2 ⩽

Cδ-1σ2n-1∑
n

i=1
|1-e-2αti-1|⩽Cδ-1σ2 →0. (24)

P(|I3|>δ)⩽2Tδ-1σn-1E|∑
n

i=1

(e-αti-1x0)(∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )|⩽

2Tδ-1σx0e|αT|n-1∑
n

i=1

[E(∫
ti-1

0
e-α(ti-1-s)dBH,λ

s )2]
1
2 ⩽Cδ-1σ→0. (25)

由式(23)、(24)和(25)可得:

T
n ∑

n

i=1
X2

ti-1

P
→
x2
0

2α
(1-e-2αT). (26)

因此,当n→ ∞,σ→0,且n
1
2σ→0时,得α̂

P
→α.证毕.

下面,研究估计量的渐近分布.首先给出如下的引理.
引理2 假设σ→0,则sup

0⩽t⩽T
|Xt-x0e-αt|→0.

证明 注意到Xt-x0e-αt=∫
t

0
-α(Xs-x0e-αs)ds+σBH,λ

t ,t∈[0,T].由Cauchy-Schwarz不等式可

得|Xt-x0e-αt|2 ⩽2α2t∫
t

0
|Xs -x0e-αs|2ds+2σ2|BH,λ

t |2.根据Gronwall's不等式,可以得到下面的

不等式,|Xt-x0e-αt|2⩽2σ2e2α
2t2 sup

0⩽t⩽T
|BH,λ

t |2,因此sup
0⩽t⩽T

|Xt-x0e-αt|⩽ 2σeα
2T sup

0⩽t⩽T
|BH,λ

t |→0,

σ→0.证毕.

定理2 当 H ∈ (0,
1
2
)∪ (

1
2
,1)时,假设n → ∞,σ →0,且n

1
2σ →0,则有σ-1(̂α-α)

L
→

-
2α∫

T

0
e-αsdBH,λ

s

x0(1-e-2αT)
,其中符号

L
→ 表示依分布收敛.

证明 由式(7)可得σ-1(̂α-α)=σ-1[T
n
(1-e-

αT
n )-α]-

∑
n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s

T
n∑

n

i=1
X2

ti-1

.

显然,假如n→∞,σ→0且nσ→∞,则σ-1[T
n
(1-e-

αT
n )-α]→0.对于∑

n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s ,有

(∑
n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s )=∫
T

0 ∑
n

i=1
1[ti-1,ti]Xti-1

e-α(ti-s)dBH,λ
s =∫

T

0
e-α(

[ns]+1
n -s)X[ns]

n
dBH,λ

s ,

和e-α(
[ns]+1

n -s)}X[ns]
n
→Xs,n→ ∞,其中[ns]表示ns的整数部分,由引理2可得:

∑
n

i=1
Xti-1∫

ti

ti-1
e-α(ti-s)dBH,λ

s
P
→∫

T

0
x0e-αsdBH,λ

s ,n→ ∞,σ→0. (27)
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结合式(26)、(27),当n→ ∞,σ→0,且nσ→ ∞ 时,可得σ-1(̂α-α)
L
→-
2α∫

T

0
e-αsdBH,λ

s

x0(1-e-2αT)
.证毕.

3 模拟研究

本节将研究模型参数 H,λ,σ,α在不同取值下所得估计量的有限样本性质.设ti =iΔ(Δ=
T
n
),则可由

欧拉法给出模型(1)的路径解的离散时间表达:

XiΔ =e-αΔX(i-1)Δ +σ∫
iΔ

(i-1)Δ
e-α(iΔ-s)dBH,λ

s ,i=1,2,…,n. (28)

积分∫
iΔ

(i-1)Δ
e-α(iΔ-s)dBH,λ

s 可近似为:∫
iΔ

(i-1)Δ
e-α(iΔ-s)dBH,λ

s ≈∑
m

j=1
eα
[(j-1)δ-Δ](BH,λ

(i-1)Δ+jδ-BH,λ
(i-1)Δ+(j-1)δ

),其中m 是

区间[(i-1)Δ,iΔ](i=1,2,…,n)中等子区间的数量,δ=
Δ
m.

  模拟步骤如下:

1)设定参数α,σ,H,λ 的值,确定时间跨度T,
样本容量m,n.
2)由式(28)模拟观测值XΔ,X2Δ,…,XnΔ.

3)用{XiΔ}ni=1估计基于式(13)给出的估计量α̂.

4)重复上述程序100次,得到α̂ 的均值和标

准差.
表1、表2、表3给出了模型参数H,λ,σ在不同

取值下所得估计量的模拟结果.由模拟结果可知,所
得估计量逼近真值的效果良好.

表1 当H=0.2,λ=4时,在α的不同取值下,̂α的模拟结果

Tab.1 WhenH=0.2andλ=4,thesimulation
resultsof̂αatdifferentvaluesofα

σ值 α的真值 1.5 2.5 3.5

σ=0.001 均值 1.5041 2.5570 3.4403

标准差 0.9715 1.1472 1.4331

σ=0.01 均值 1.4609 2.5294 3.5129

标准差 1.1902 1.3320 1.4881

σ=0.1 均值 1.4860 2.5772 3.4515

标准差 0.9333 1.1970 1.1302

表2 当σ=0.001,H=0.2时,在λ的不同取值下,

α̂的模拟结果

Tab.2 Whenσ=0.001andH=0.2,thesimulation
resultsof̂αatdifferentvaluesofλ

λ值 α的真值 0.8 1.8 2.8

λ=3 均值 0.8193 1.8448 2.8121

标准差 1.1550 0.9706 1.1605

λ=4 均值 0.7815 1.7721 2.8341

标准差 1.0074 0.8793 1.1046

λ=5 均值 0.7970 1.8095 2.8655

标准差 0.8542 1.0517 1.1382

表3 当σ=0.001,λ=4时,在 H 的不同取值下,

α̂的模拟结果

Tab.3 Whenσ=0.001andλ=4,thesimulation
resultsof̂αatdifferentvaluesofH

H 值 α的真值 1.2 2.2 3.2

H=0.2 均值 1.2453 2.1982 3.2216

标准差 1.1890 1.1291 1.0684

H=0.4 均值 1.1778 2.2209 3.1655

标准差 1.8689 2.1896 2.3294

H=0.7 均值 1.2263 2.2514 3.1800

标准差 5.2131 5.0477 6.3631

参 考 文 献

[1] MEERSCHAERTM M,SABZIKARF.TemperedfractionalBrownianmotion[J].Statistics&ProbabilityLetters,2013,83(10):2269-2275.
[2] MEERSCHAERTM M,SABZIKARF.StochasticintegrationfortemperedfractionalBrownianmotion[J].Stochasticprocessesandtheir

applications,2014,124(7):2363-2387.
[3] CHENY,WANGXD,DENGWH.LocalizationandballisticdiffusionforthetemperedfractionalBrownian-Langevinmotion[J].Journal

ofStatisticalPhysics,2017,169(1):18-37.
[4] SHENGJ,XIALW,ZHUDJ.AstrongconvergencetothetemperedfractionalBrownianmotion[J].CommunicationsinStatistics-Theo-

ryandMethods,2017,46(8):4103-4118.

08 河南师范大学学报(自然科学版)                2025年



[5] SABZIKARF,SURGAILISD.TemperedfractionalBrownianandstablemotionsofsecondkind[J].Statistics& ProbabilityLetters,

2018,132:17-27.
[6] WANGQB,SHENGJ,GAOZL.LeastsquaresestimatorforOrnstein-UhlenbeckprocessesdrivenbysmallfractionalLévynoises[J].

CommunicationsinStatistics-TheoryandMethods,2021,50(8):1838-1855.
[7] DINGJR,WEIC.ParameterestimationfordiscretelyobservedCox-Ingersoll-RossmodeldrivenbyfractionalLévyprocesses[J].AIMS

Mathematics,2023,8(5):12168-12184.
[8] TANAKAK,XIAOWL,YUJ.MaximumlikelihoodestimationforthefractionalVasicekmodel[J].Econometrics,2020,8(3):1-28.
[9] LOHVINENKOS,RALCHENKOK.MaximumlikelihoodestimationinthefractionalVasicekmodel[J].LithuanianJournalofStatistics,

2017,56(1):77-87.
[10]PRAKASARAOBLS.Maximumlikelihoodestimationforsub-fractionalVasicekmodel[J].Random OperatorsandStochasticEqua-

tions,2021,29(4):265-277.
[11] BROUSTEA,IACUSSM.ParameterestimationforthediscretelyobservedfractionalOrnstein-UhlenbeckprocessandtheYuimaR

package[J].ComputationalStatistics,2013,28(4):1529-1547.
[12] HUYZ,NUALARTD,ZHOUHJ.ParameterestimationforfractionalOrnstein-UhlenbeckprocessesofgeneralHurstparameter[J].

StatisticalInferenceforStochasticProcesses,2019,22(1):111-142.
[13] CHENY,LIY,PEIXZ.ParameterestimationforVasicekmodeldrivenbyageneralGaussiannoise[J].CommunicationsinStatistics-

TheoryandMethods,2023,52(9):3132-3148.
[14] BONIECEBC,SABZIKARF,DIDIERG.TemperedFractionalBrownianMotion:WaveletEstimationandModelingofTurbulenceinGe-

ophysicalFlows[C].IEEEStatisticalSignalProcessingWorkshop(SSP).[s.l.]:IEEE,2018.
[15] BONIECEBC,DIDIERG,SABZIKARF.TemperedfractionalBrownianmotion:waveletestimation,modelingandtesting[J].Applied

andComputationalHarmonicAnalysis,2021,51:461-509.
[16] MOLZFJ,LIUHH,SZULGAJ.FractionalBrownianmotionandfractionalGaussiannoiseinsubsurfacehydrology:Areview,presenta-

tionoffundamentalproperties,andextensions[J].WaterResourcesResearch,1997,33(10):2273-2286.
[17] AIT-SAHALIAY.Maximumlikelihoodestimationofdiscretelysampleddiffusions:aclosed-formapproximationapproach[J].Economet-

rica,2002,70(1):223-262.

ParameterestimationoftemperedfractionalOrnstein-Uhlenbeckfinancialmodel

WangJixia1,WangLin1,LiHaoran2

(1.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China;

2.CenterforEconomics,FinanceandManagementStudies,HunanUniversity,Changsha410012,China)

  Abstract:Inordertodescribethelong-rangedependenceandself-similarityoffinancialassetpriceprocess,thispaper
firstconstructsafractionalOrnstein-Uhlenbeck(O-U)modeldrivenbytemperedfractionalBrownianmotion.Becausetem-

peredfractionalBrownianmotionisageneralizationoffractionalBrownianmotion,themodelconstructedhasmoreextensive
applications.Basedondiscreteobservationsamples,theestimatorforthemodelofthedriftparameterisobtainedbyusingthe
leastsquaremethod,theconsistencyoftheestimatorisproved,andtheasymptoticdistributionoftheestimatorisgiven.Final-
ly,thesimulationshowsthefinitesamplepropertyoftheestimator,andthesimulationresultsshowthattheestimatorisef-
fective.

Keywords:leastsquaresestimation;temperedfractionalBrownianmotion;Ornstein-Uhlenbeckprocess;consistency;
asymptoticdistribution

[责任编校 陈留院 杨浦]

18第1期           王继霞,等:调和分数Ornstein-Uhlenbeck金融模型的参数估计


