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PT对称饱和非线性光波导中孤子对称破缺的研究
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摘 要:基于PT对称的饱和非线性波导模型,研究PT对称孤子的对称破缺现象.通过分析定态解的存在性,

发现了PT对称的基态孤子和高阶孤子.当孤子功率增加,系统将会出现不对称形式的孤子.利用线性稳定性分析的

方法研究了PT对称和不对称孤子的稳定性,结果发现PT对称的基态孤子的不稳定性诱发了孤子包络的对称性破

缺,进而产生了不对称孤子.最后,研究了不同稳定性条件下孤子的动力学演化特性,并发现越过对称破缺点后PT
对称的基态孤子具有振荡不稳定性,而PT对称的高阶孤子和不对称孤子具有一定的鲁棒性.
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1998年Bender和Boettcher提出了满足宇称-时间反演(ParityTime,PT)对称的非厄米哈密顿算符具

有纯的实数本征谱[1].这一发现打破了量子力学中物理可观测量对应的算符为厄米算符的限制,建立了耗散

系统与保守系统之间的联系,将量子力学的研究推广到复数域内[2].尽管在理论方面取得了一定突破,但是,
在量子力学领域中通过实验证实Bender和Boettcher所提出的理论存在困难.由于量子力学中描述微观粒

子的运动方程和经典光学中表述光傍轴传输的方程数学形式一致(薛定谔方程)[3-4],所以光波导系统常用

于模拟原子、分子的量子效应.另外,PT对称系统中势函数为复函数,在光波导中势函数的实部和虚部具有

明确的物理意义,即:偶对称的实部表示波导的折射率分布,奇对称的虚部表示增益和损耗[5].PT对称系统

展现的新奇物理现象违背直观认识相,其中包括:损耗诱导的光学透明、光波的非互易传输、PT对称破

缺[6-7].基于这些特性,新型的光学器件相继提出:PT对称的光开关[8]、单模激光器[9]、放大器[10]、单向传输

的布拉格散射器[11]、实现光波波段的隐身等[12].PT对称光学被自然杂志评为近十年中十大物理发现之一,
促使人们在各个领域对PT对称系统展开研究[13-15].

在非线性光学中,稳定性问题是孤子研究的一个重要方面,稳定的孤子抗扰动能力强,可远距离的传输.
因此,获得可稳定传输孤子对孤子的实际应用至关重要.在非线性波导中,孤子输入功率的增加以及增益和

损耗效应的引入通常会降低孤子的稳定性.研究表明,不稳定性的增加会导致孤子出现对称破缺现象(包络

形状由对称分布转为不对称分布的物理过程),因此,对称性破缺是非线性系统中光孤子的一个重要特性.更
重要的是:孤子发生对称破缺后不对称孤子的稳定性通常会增强,这为实际应用提供了依据.

在无增益损耗的非线性波导耦合器以及具有双峰结构折射率分布的非线性波导中,随着孤子输入功率

的增大孤子出现对称性破缺 [16-17].20世纪90年代在无增益和损耗的非线性波导中,孤子的对称破缺现象

是光孤子研究的热点问题.然而,在研究PT对称非线性波导的初始阶段,人们一直没有发现PT对称孤子的

对称破缺现象,甚至一度认为在PT对称非线性波导中,并不存在不对称形式的孤子[18].但是,最近的研究表

明:在一类满足特定条件的PT对称势函数中,可以存在不对称形式的孤子[19],这意味着PT对称的孤子也

能发生对称性破缺.目前,有关PT对称孤子的对称破缺现象只集中于克尔非线性模型中,而其他种类的非线
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性波导涉及很少.
本文考虑PT对称的饱和非线性波导模型,讨论孤子对称破缺的现象.首先,研究PT对称孤子和不对称

孤子的存在性问题.求解出孤子解后,通过线性稳定性分析方法研究孤子的稳定性,获取其稳定存在的参数

区域,并进一步讨论孤子的动力学特性,获得具有良好鲁棒性的孤子解.

1 模型简介

在傍轴近似条件下,光波在饱和非线性平板波导中传输过程可以通过一维的无量纲的非线性薛定谔方

程描述:

i∂ψ∂ζ
+
∂2ψ
∂ξ2

+U(ξ)ψ+σ |ψ|2ψ
1+S|ψ|2

=0, (1)

其中ψ(ξ,ζ)表示光场的包络,ξ和ζ分别表示横向和传输方向的坐标.U(ξ)≡V(ξ)+iW(ξ)表示复数势函

数,其中势函数的实部表示光波导中线性折射率的分布,虚部表示增益和损耗.在PT对称的条件下,势函数

满足U(ξ)=U*(-ξ),其中“*”表示复共轭.由此可得,势函数的实部V(ξ)是偶函数,即:线性折射率的分布

为偶对称的形式.同时,势函数的虚部W(ξ)为奇对称形式,即:增益和损耗效应要求相等.σ=±1分别对应自

聚焦(+)和自散焦(-)两种饱和非线性的情况,S 表示饱和非线性参数.方程(1)所描述的饱和非线性波导模

型中可存在PT对称的带隙孤子[20]、PT对称的多峰孤子[21]、PT对称的缺陷孤子[22].
非线性光波导中PT对称孤子的对称破缺现象只能存在于一类特殊形式的PT对称势函数中,该势函

数满足以下条件

U(ξ)=f2(ξ)+i
df(ξ)
dξ

. (2)

方程中f(ξ)是一个任意的实的偶函数.本文选取函数

f(ξ)=W0 sechξ+ξ0
χ0
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由此可得,PT对称的势函数的实部为

V(ξ)=W2
0 sechξ+ξ0

χ0
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其中,W2
0表征势函数实部的调制强度,ξ0表征势函数两个峰之间的间距,χ0则表征势函数单个峰的宽度.PT

对称的势函数的虚部则为

W(ξ)=-
W0

χ0
sechξ+ξ0

χ0

æ

è
ç

ö

ø
÷tanhξ+ξ0

χ0

æ

è
ç

ö

ø
÷+sechξ-ξ0

χ0

æ

è
ç

ö

ø
÷tanhξ-ξ0

χ0

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú . (5)

  研究自聚焦非线性的情况.首先,考虑方程定态解的存在性问题.假设定态解的形式为

Ψ(ζ,ξ)=ϕ(ξ)exp(iβζ),
其中ϕ(ξ)表示非线性情况下的光学模式.由于PT对称势函数的存在,ϕ(ξ)本身是一个复函数,|ϕ(ξ)|2则

表示光场强度的分布.β表示光波沿着传输方向ζ的传播常数.
将定态解的形式代入到方程,得到下面的方程

d2ϕ(ξ)
dξ2

+U(ξ)ϕ(ξ)+
|ϕ|2ϕ

1+S|ϕ|2
-βϕ(ξ)=0. (6)

2 PT对称孤子和不对称的孤子及其功率曲线

首先研究方程中孤子的存在性问题.对于方程和所表示的PT对称势函数,可能存在两种形式的孤子

解,即:PT对称孤子解和不对称的孤子解.这两种孤子解可以利用平方算符的方法对方程进行数值求解而得

到[23],具体结果见图1.
首先分析饱和非线性参数S=1的情况.图1(a)表示PT对称的势函数的实部和虚部,即:方程和.势函

数的实部为偶对称的双峰结构,虚部为奇函数的分布形式.本文中,势函数的参数W0=1.2,ξ0 势函数两个峰
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之间的间距ξ0=2,势函数的宽度χ0=1.2.在给定孤子功率的情况下,其中孤子的功率定义为P=∫
+∞

-∞
|ϕ|2dξ,

可以得到方程数值解,即:非线性的光学模式ϕ(ξ)以及对应的传播常数β.通过改变孤子功率可以求解出一

系列的传播常数,这些传播常数组成功率曲线.图1(b)表示PT对称的基态(SS1)和高阶孤子对应的功率曲

线,其中高阶孤子包括双峰结构的孤子(SS2)和三峰结构的孤子(SS3).随着孤子功率的增加,在PT对称的

基态孤子的功率曲线上出现一个分支,该分支表示不对称孤子(AS)对应的功率曲线.图1(c)表示PT对称

的基态孤子的分布,其实部是偶对称,虚部为奇对称的形式,即:满足PT对称条件.图1(d)表示不对称孤子

的分布,其中实部和虚部均呈现不对称的形式.由此可见,当孤子功率增加的时候,基态孤子会出现由对称到

不对称分布的转变,也就是所谓的对称破缺现象.

为了进一步研究孤子功率增长对PT对称孤子和不对称孤子分布的影响,计算并给出孤子分布对孤子

功率的依赖关系(图2).在此需要指出的是由于势函数是双峰结构,所以PT对称的基态孤子和PT对称双

峰结构的高阶孤子都具有双峰结构,但是二者的实部和虚部的对称性正好相反.由图2可得,随着孤子功率

的增加,PT对称孤子的振幅不断增大.不对称孤子的振幅也随着孤子功率的增加而增大,不同的是其强度分

布逐渐偏向于势函数的其中一个峰.这表明随着孤子功率的增加,不对称孤子的不对称度更将明显.
下面研究饱和非线性强度对PT对称破缺现象的影响.为了对比强弱两种饱和非线性效应,分别选取饱

和非线性参数,并研究相应的PT对称孤子对称破缺现象.如图3所示:弱饱和非线性对应的对称破缺的孤

子功率为0.5,而强饱和非线性情况下其对称破缺的孤子功率为0.68,这表明强的饱和非线性对孤子的对称

破缺有明显的抑制作用.给出了强弱两种饱和非线性效应情况下系统中最大传播常数所对应的孤子的分布,
见图3(c)和(d).结果显示,随着孤子功率的增加,一方面孤子形状从PT对称逐渐向不对称的形式转变;另
一方面,不对称孤子的不对称度不断增加.
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上述结果表明,对于PT对称的势函数,存在PT对称和不对称的孤子解,但是,引起PT对称孤子出现

对称破缺现象的原因尚不清楚.因此,将进一步研究孤子的稳定性问题,并通过分析孤子的稳定性去阐明对

称破缺现象的机制.

3 PT对称孤子和不对称的孤子的稳定性

为了得到PT对称孤子和不对称的孤子的稳定性,通过线性稳定性分析的技术研究孤子的不稳定增长

谱(见图4).首先,定态的孤子解ϕ(ξ)将被施加一个扰动,扰动后的形式可以表示为

ψ(ζ,ξ)=e
iβζ[ϕ(ξ)+u(ξ)e

δζ +v*(ξ)e
δζ], (7)

其中β为孤子的传播常数,u(ξ)和v(ξ)是施加的微小扰动,并且满足|u|,|v|≪|ϕ|.在此基础上,将方

程的形式代入到方程,同时忽略掉非线性项,可以得到线性化的本征值方程

i
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  L11,L12,L21 和L22 分别表示线性本征问题的矩阵元,其具体形式为

L11=
d2

dξ2
+U(ξ)-β+σ 2|ϕ|2

1+S|ϕ|2
-σ S|ϕ|4

(1+S|ϕ|2)2
,

L22=-
d2

dξ2
+U*(ξ)-β+σ 2|ϕ|2

1+S|ϕ|2
-σ S|ϕ|4

(1+S|ϕ|2)2
é
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êê
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úú ,
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L12=σ 2ϕ2
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  通过求解线性方程的本征值δ,可以得到孤子解的不稳定增长谱.通常情况下,本征值δ为复数,实部表

示孤子解的不稳定增长率,虚部表示孤子传输过程中形状振荡.理论上,当本征值δ的实部的绝对值为零的

时候,孤子解是线性稳定的;当本征值δ实部的绝对值不为零的时候,孤子解为线性不稳定,这种情况下孤子

的振幅在传输过程中将指数增长,最终导致孤子形状的畸变.实际上,对线性方程进行数值求解所得的本征

值δ实部的绝对值的最小值并不严格等于零.分别研究了PT对称的孤子和不对称孤子的线性稳定性问题的

本征值.由图4(a)可知,PT对称的基态孤子在孤子功率小于0.68的情况下是线性稳定的.这表明当PT对称

的基态孤子开始不稳定时,出现了不对称的孤子.由此可见,PT对称的基态孤子的不稳定性导致对称破缺,
进而产生不对称孤子.

图4(b)和(c)显示线性本征值实部的绝对值较小,表明PT对称的高阶孤子具有弱不稳定性.图4(d)则
说明不对称孤子同样具有弱不稳定性.除此之外,发现对称孤子的线性本征值的实部以及虚部是成对出现,
并且关于零点横坐标对称分布,而不对称孤子的线性本征值尽管是成对出现,但是不具备对称性.

在图5中,选取特定的孤子功率P=1.2,并给出相应的线性稳定性本征值谱,由图5(a)可见,PT对称的

基态孤子不稳定增长率最大.为了进一步验证线性稳定性的分析结果,选取了图5中对应的孤子进行直接的

数值模拟传输.在传输的初始位置施加5%的随机扰动,结果表明:PT对称的基态孤子在传输过程体现了不

稳定性,传输很短的距离后振幅和形状开始周期性改变,见图6(a);PT对称的高阶孤子和不对称孤子由于

弱不稳定性的作用其振幅在传输过程中出现小的振荡,但是形状保持不变.这表明不对称孤子具有一定的鲁

棒性.
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4 结 论

本文以PT对称的饱和非线性波导为研究对象,分析了PT对称孤子对称破缺的现象.结果表明,该模型

中存在PT对称基态和高阶孤子以及不对称孤子.通过线性稳定性分析发现PT对称的基态孤子的不稳定性

导致对称破缺的现象.直接的数值模拟进一步验证了线性稳定性分析的结果,同时表明不对称孤子具有一定

的鲁棒性.另外,发现孤子的对称破缺点与饱和非线性的强弱有关.因此,在PT对称的饱和非线性波导中可

以通过控制饱和非线性的大小进而间接地改变孤子的破缺点,进而使得孤子的形状在对称和不对称的形式

之间转变.
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Symmetrybreakingofsolitoninparity-timesymmetricsaturable
nonlinearitywaveguides

GaoYaqin1,LiPengfei2

(1.CollegeofAppliedScience,TaiyuanUniversityofScienceandTechnology,Taiyuan030024,China;

2.DepartmentofPhysics,TaiyuanNormalUniversity,Taiyuan030031,China)

  Abstract:BasedonPT-symmetricsaturablenonlinearwaveguidemodel,westudythephenomenonofsymmetrybreak-
ing.Theexistenceofstationarysolutionsareanalyzed.ItisfoundthatthereexistthePT-symmetricfundamentalsolitonand
high-ordersoliton.Whenthesolitonpowerincreases,solitonswithasymmetricprofilesappearinthesystem.Then,stabilities
ofPT-symmetricandasymmetricsolitonsareinvestigatedbyusingthemethodoflinearstabilityanalysis,theresultsindicate
thatthesymmetrybreakingofsolitonsaretriggeredbytheinstabilityofPT-symmetricfundamentalsoliton,andthisleadsto
asymmetricsolitonsinthesystem.Finally,westudythedynamicalpropertieswithdifferentstabilities.ItisfoundthatPT-
symmetricfundamentalsolitonsareunstablewithoscillatoryamplitudeswhenthesolitonpowerexceedsthesymmetrybreaking
point.However,thecorrespondingPT-symmetrichigh-ordersolitonsaswellasasymmetricsolitonsarerobust.

Keywords:PT-symmetry;saturablenonlinearity;soliton;symmetrybreaking
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