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一 种非线性系统积分 Terminal滑模的控制系统设计 

郭建国，贾齐晨 ，周 军 

(西北工业大学 精确制导与控制研究所，西安 710072) 

摘 要 ：针对一种非线性动态系统，提出了一种新的非奇异的快速Terminal滑模控制系统设计方法．首先，在 

分析 Terminal滑模设计方法的基础上，为了进一步加速状态在滑模运动的速度，提出了一种快速 Terminal滑模，避 

免了传统 Terminal滑模奇异问题，并给出了状态收敛到平衡状态的时间范围．其次，针对含有不确定性的非线性系 

统，结合反演法设计了有限时间稳定的快速 Terminal滑模控制系统．最后，利用数字仿真验证了提出的积分 Termi— 

nal滑模控制系统设计的有效性． 
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众所周知，变结构控制系统口 对于系统内部参数和外部干扰具有很强的鲁棒性．在变结构控制系统设 

计中，主要是设计滑模控制，来驱动系统状态在有限时间内到达预定的滑动模态上，并沿着滑动模态运动到 

平衡点．对于传统的变结构控制系统，常常设计一个线性滑模函数，系统状态在滑动模态上具有期望的闭环 

系统性能，状态在滑动模态上是渐近稳定到平衡状态．尽管可以改变参数调节系统状态在滑动模态上的收敛 

速度，但不能实现有限时间稳定．因此，如何设计有限时间稳定的滑模函数就成为国内外学者研究的焦点． 

显然，有限时间稳定的动态系统可以获得更好性能特性．Venkataraman和 Gulati『3 首先提出了一个非 

线性 Terminal滑模代替线性滑模函数，来实现状态在滑动模态上的有限时间稳定．这样，Terminal滑模的 

概念就和有限时间控制联系起来了，目前有两种方法设计 Terminal滑模，一种方法是采用系统状态或误差 

状态的分数阶幂次函数形式表征非线性 Terminal滑模函数 ，另外一种方法则是利用系统状态或误差状 

态的整数阶幂次函数形式表征非线性 Terminal滑模函数口 引，这种滑动模态实际上是一种全程滑动模态， 

因为变结构控制系统中不含到达阶段． 

相比线性滑模函数，第一种含有系统状态或误差状态的分数阶幂次函数的Terminal滑模虽然具有有限 

时间稳定的特性，但是它还存在控制奇异问题，目前已经有两大类方法解决了这个奇异问题．第一类方法被 

称为间接法m ，就是在原有的 Terminal滑模的基础上，将 Terminal滑模分为两部分表示，增加部分为线 

性形式或非线性形式，只要保证整个滑模的连续可导性的要求，这类滑模函数常常称为快速 Terminal滑模．第 

二类方法被称为直接法m ，采用其他非线性函数来修正原有的Terminal滑模，解决了原有的控制奇异问题． 

本文针对 Terminal滑模，重点从系统状态在滑动模态上的有限收敛时间出发，提出了一种收敛时间更 

快的 Terminal滑模，设计的滑动模态控制系统不仅避免了传统 Terminal滑模奇异问题，而且能有效抑制系 

统不确定性的影响，具有良好的鲁棒性．通过和其他 Terminal滑动模态控制系统的比较，本文所提出的控制 

系统具有更好的性能特性． 

1 Terminal滑模上的收敛时间问题 

首先考虑一个含不确定性的非线性动态系统 
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fz 一 ’ (1) 
＼主z一-厂(z)+b(x)u+ (z)， 

式中，z：==[z ，z ] ∈R 是系统状态向量， 是系统输入，厂(z)和6(z)≠0均是光滑的非线性函数， (z)表 

示系统的内部参数摄动和外部干扰的不确定性，并满足 I (z)I ，其中 是一个正实数． 

针对系统(1)，下面来分析状态在 Terminal滑模上的收敛时间问题． 

首先 ，考虑最早的 Terminal滑模形式口 如下： 

s— X2+ 7 ， (2) 

式中， 是一个正实数，正的整数奇数 P和q满足 1< P／q< 2． 

先不考虑奇异问题，当系统状态到达滑模函数(2)上时，则状态 X (0)≠0收敛到 ．T1(￡ )一。的时间可 

以计算得到： 

tsl一丽 P I z (0) · ‘3 

但是如果考虑到奇异问题，例如采用间接法，系统状态在滑动模态上的收敛时间(3)就会增长． 

其次，考虑第 2种 Terminal滑模的形式 ，这种形式如下： 

s= z2+口l 371 I sgn(x1)， (4) 

式中，0< < 1．这种形式等价于滑模函数(2)，由此，当系统状态到达滑模函数(4)上时，可以得到状态 

z (o)≠ 0收敛到原点的时间为： 

一  I (o) (5 

显然，对于Terminal滑模(2)和(4)式来说，如果满足 —q／P，则相同系统状态初值在滑模函数(2)和(4)上 

的收敛时间(3)和(5)式就相等，即t z—t 

接下来考虑第 3种形式的 Terminal滑模啪，其形式如下： 

5一 z2+ 1+ 7 ， (6) 

式中， 是一个正实数．同样先不考虑奇异问题，当系统状态到达滑模函数(6)上时，则状态z (O)≠0收敛到 

原点的时间为 

幻 一 n
血  

． ㈩  

同样若考虑了奇异问题，采用间接法所得到系统状态在滑动模态上的收敛时间(7，)仍会增长．此外，同 

Terminal滑模(6)等价的另外一种形式I6]为 

5一z2+Or11+』9 l z1 I sgn(x1)． (8) 

对于 Terminal滑模(8)，状态收敛时间为 

z 一 -n山  
．  ㈩  一 m — — —  一 · 

同样，对于 Terminal滑模(6)和(8)来说，如果满足 —q／P，则相同系统状态初值在滑模函数(6)
．

和(8) 

上的收敛时间(7)和(9)就相等，即t 3一t 此外，对于Terminal滑模(2)和(6)，或对于Terminal滑模(4)和 

(8)，由于系统状态在滑动模态上的速度增加，相应的状态收敛的时间就会减少，因此可得 ￡。s< ￡ 或 ￡ < 

ts2． 

第 4种 Terminal滑模l_8]的形式如下： 

s— I、+8。c挈 ， (10) 

式中， 和 均是正的整数奇数，且满足虿< < 2q．仍能得到 Terminal滑模(10)等价的另外一种形式 为 

s— zl+ l z2 1 sgn(x2)， (11) 

或者为 

s— z2+ I l I sgn(x1)， (12) 

式中 一p／q，即告<专<1． 
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同样，对于 Terminal滑模(11)，状态收敛时间为 

一 可  l z (o)l1--1／2'． (13) 

比较 Terminal滑模(4)和(11)(或(12))的不同，当 =1 且 > 1时，很容易就会得到相同系统状态 

初值在滑模函数(4)和(11)上的收敛时间(5)和(13)满足 t t 

第 5种 Terminal滑模_g 的形式为 

S一 372+ i+ {， (14) 

式 中，y> 0，0< z< l，z> 1，即 l— q
。

， z一 ，其中N三三=2的整数．为了避免 Termina1(14) 
p p 

滑模的奇异问题，采用另外一种形式为 

s—z1+I[ i+7x{]dt． (15) 
√ 0 

显然，Terminal滑模(14)和(15)均是含有两个幂次函数的非线性函数，但是对 Terminal滑模(15)求 

导，就不会产生奇异问题． 

同样，对于 Terminal滑模(8)和(15)，当 )，：a且z— ，如果系统状态离原点较远，即满足 I (z。)I> 

1，则状态在滑模函数(15)上从X (￡。)达到 1 z ( )l：1的时间就比在滑模函数(8)上短，这是因为状态在滑 

动模态上的运动速度不同，满足 I．77 (￡)l +7 I,27 ( )I > l z ( )I +a l z ( )I．但对于状态 I 37 ( )『 1 

就不可比较了． 

为 了能够进一步加速系统状态在滑动模态上的收敛时间，无论是系统状态 I ( 。)I> 1或 I (￡。)l 

1，本文提出了一种更快的 Terminal滑模 函数． 

2 Terminal滑动模态控制设计 

本文针对非线性动态系统(1)，设计一个具有更快收敛时间的Terminal滑动模态控制器，使得状态X 能 

够在有限时间内跟踪上期望信号．27 ． 

令误差状态 Y===X 一z ，则本文提出的更快速收敛的 Terminal滑模函数为 

—Y+l[ +／)sgn(y)+7y 3dt， (16) 

式中， > 0．显然，dr是连续可导的函数． 

2．1 在 Terminal滑动模态上的收敛时间 

首先研究一下误差状态沿着 Terminal滑模 dr一0上 的收敛时间问题．关于误差状态 在滑模d的收敛时 

间，有以下定理 1． 

定理1 针对给定的Terminal滑模函数(16)，若误差状态进入滑模 ==：0运动，其初值y(t。)≠0，当Z一 

2时，误差状态收敛到零的时间为 

．

ft1+t2，I y(to)I> 1， 
< l (t

o
)l l ’ 

式中， 和tz 满足以下条件 tl 一 h( )， f (to) I> 1， z 一 

∑{ [arctan(√季I ( )I)]一尼兀}，I (to)1 l·其中∑{A}表示集合A的 小正值，志为正整数． 
证明 当误差状态在滑动模态 一0运动时，有 一0，即 

+ay+psgn(y)+7y 一0． 

首先，若I y(t。)I>1，不失一般性，令y(t。)>1，则 ===一ay-~sgn(y)一渺 <一ay一渺 ．因此，在不 
考虑／}sgn(y)的条件下，可得 

+ ay+ 7y — 0． (17) 
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显然，微 分 方 程 (17)为 Bernoulli微 分 方 程，当 Z一 2时，可 求 得 方 程 (17)的通 解 为 

( [e ( + )一詈]一 ．令 c ，= ，可解得tl一丢-n( )． 
从夕：一 --~sgn(y)一渺 <一 一渺 可知，对于夕+ +口sgn( )+7y 一0，当y(t。)>1时，y(t。) 

在小于 t 的时间 内达到 y(r )一 1． 

同理当y(t。)<一1时，也能得到同样结论． 

其次，当l y(to)l 1时，仍不失一般性，令0<y(t。)≤1，则岁一一ay-)sgn(y~一附 <一7Y 一 ，在 

不考虑 的条件下，可得 

+ + 一 0． (18) 

显然，微分方程(18)为广义的Riccati微分方程，当z=2时，可求得方程(18)的通解为 (￡)一√~tan(c一 
y 

t ，二一 )． 

$7 

当 一0时，可得c—arctan(√吾 (0))；由此，当y(tz)===o时，则可得 

tz一∑{ [arct帆(√ ) }． 
从 =一ay-t)sgn(y~～渺 <一渺 一 可知，对于 -4-ay+t)sgn(y~+渺 一 0，当 0< y(t。) 1时， 

y(t。)在小于 t 的时间 内达到 ( )===o． 

同理当 一1 y(t。)< 0时，也能得到同样结论． 

综合以上分析，可知，当 I y(t。)l>1时，误差状态沿着滑模口一0在 t + 内就会收敛到零；当 {y(t。)l 

1时，误差状态沿着滑模 口一 0在 t 内就会收敛到零． 

注 1 当2—3时，微分方程(18)是 Abei微分方程，求解见文献[21]，当Z≥4时，难以用初等积分求解． 

针对定理 1中给出的误差在滑模 一0收敛的时间范围，相比滑模函数(15)，有如下定理 2． 

定理2 针对给定的Terminal滑模 ：==0和滑模 一y+I[ +7y． ]df一0，对于误差初值y(t。)≠ 

0，只要 a，误差状态沿着滑模 =0运动收敛到零的时间总是比沿着滑模 =0运动收敛到零的时间短． 

证明 误差状态沿着滑模 口：0上运动时的收敛速度为：a I I+p+7 1 

误差状态沿着滑模 一0运动时的收敛速度为：a I I +y l Y 

因此，当 I l> l时，有 d I 1+ +)，J 】 >a J I+)，J J > 口J J +y I Y J ； 

当l 1 1时，只要口三三=口，有a l l+ +)，l I > 1 I。+)，1 I >a 1 l +)，j 

综合以上，可得只要满足 a，误差状态沿着滑模 口一0运动收敛到零的时间总是比沿着滑模 一0运 

动收敛到零的时间短． 

注 2 由定理 2的证明过程，还可以得到以下结论． 

(1)当 卢一 7一 ，z— ， 1(￡)一 ( )时，有 t < t 4< t 

因为当 — y一 ，Z===A， ( )一 ( )时，对于 J sc(t)f—J j，( )J> 1，有 口f y f+y f y f >口f f+ 

卢I．72 l >p l-z I ；对于 I ( )I===J (￡)I三三三1，有 口I l+ =a I I+ I I。>口I．32 I+ I z > I z I ． 

(2)当7一J8一 V ， 1(f)一 (￡)时，有 t < t 

因为当7一 =g- ，z1(￡)： (￡)时，对于 f z(￡)f—i ( )l> 1，有 7 I z1( )I > l z1( )I“ ； 

对于 I z(￡)I—I (￡)I 1，有 === I ( )}。>g- }z。( )}“ ． 

2．2 Terminal滑动模态控制系统设计 

针对以上分析，这里采用提出的滑模函数来设计变结构控制器． 

对 Terminal滑模函数(16)求导，可得 一夕+ + sgn( )+ ，由误差状态定义和状态方程(1)可得： 

一z。～主 +ay十)sgn(y~+渺 ，若 一0，则可得期望的指令为z2 一立 一ay一)sgn(y)～渺 ，也可得 
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~-- -

．3C2 + ay+ ／3sgn(y)+ 7y ． 

由于 。 含有符号函数，因此是不连续的，为了获得连续可导的信号，引入一阶微分器如下 ： 

Tx 2，+ z2 一 2 ， (19) 

式中，T>0．对于一阶微分器(19)，可选择 丁的大小，了’尽可能小，使得z 尽可能接近 z。 ，因此有 z 一z + 

0(￡)，其中0(￡)未知变量函数，且 D( )有界，即 『0(￡)J P，其中P> 0． 

由此，对于非线性系统(1)，可以得到 Terminal滑动模态控制器，如以下定理 3所示． 

定理 3 针对给定的非线性系统(1)，采用 Terminal滑模函数(16)和一阶微分器(19)，满足 a> 1／Z， 

>J0，如果滑动模态控制器选择如下形式 
一 一 b ( )[厂(z)一主z，+( +1／2)y+( + )sgn(2)+y ]． (2o) 

式中， 一z 一z。 ，a ， 和y 均为大于零的正数，则系统状态 z 能够在有限时间内跟踪上期望信号 z ． 

证明 首先由夕的定义出发，对 进行求导，可得 一主。一主。 一厂(z)+6(z) + ( )一主 ，，再将滑 

动模态控制器(20)代人可得多一 ( )一(a +1／2)~一( +扫 )sgn(y)一y ． 

这里选择李亚普诺夫函数为V：==( + 。)／2，对李亚普诺夫函数求导可得 

= + 一y(x 一立 )+yEd(x)一(口 +1／2)y一( +扫 )sgn(y)一)， ]一yrx 一 

2 一 一t)sgn(y)一渺 ]+yEd(x)～(a 十1／2)y一( +扫 )sgn(y)一7'Y ]=yFx2一 

z2 一0( )一ay一)sgn(y)+ ]+YEd(：c)一(a +1／2)y一( +口 )sgn(y)一y ]一 

[ 一0( )一 -t)sgn(y)一 ]+yEd(x)一(d +1／2)y一( + )sgn(y)一)， ]． 

因为 P和q均为正的整数奇数，所以 和 均大于零．由此，可得 

+10{ l—ay。一 l Y l+ l l一 (a +1／2)y 一(占+ )I I 

一 (a一1／Z)y 一( 一』D)1 I—d 一卢 l l一( 一 ) ／2 
一

( 一1／2)y 一( 一ID)I．)，l—a 一 J I． 

因为a>1／Z，口>l0，a >0， >0，所以由李亚普诺夫稳定性定理知，误差状态 和 都在有限时间内 

收敛到原点，即系统状态z 能够在有限时间内跟踪上期望信号 z ． 

滑动模态控制器(2O)含有符号函数，因此滑动模态控制器(2O)是不连续的，这里可以进行连续化处理， 

用饱和函数代替符号函数；得到如下的连续控制器： 

一 一 b- (z)If(x)一主2 +(a +1／2)y+( +口 )sat(y)+y ]． 

3 数值仿真结果 

为了能够分析本文所提出的Terminal滑动模态控制方法的有效性，这里对其他的Terminal滑动模态控 

制器进行数字仿真比较，结果如下． 

这里考虑一个简单的二阶动态系统 主 一z ，主 一 +0．1sin 20t，系统的初始状态取为 (0)一 1．5， 

z2(0)一 1． 

选取文献[16]的Terminal滑动模态控制方法，这种滑模函数记为MFTSM，则滑模函数为SMFT。M— 。+ 

zl+ ( )，式中， 

=== 。。 娄，若=／：0, I x17／5 2／5sgn( sz。 S—Z～ ． 一{ z 一 z)z}，若 ≠0，I z l 1 一z。十z +zi 。 
同时选取 Terminal滑模函数(16)来设计控制器，这种滑模函数记 TSM(16)，则滑模函数为 

sTsM(16)一z1+I[z}，5+z{厂3]d ． 

最后选取本文所提出的Terminal滑动模态控制方法，并把本文所提出的Terminal滑模函数为FITSM， 

则滑模函数为sFITsM—z1+I[z1+sgn(x1)+z} 3dr． 

利用以上 3种 Terminal滑模，所设计的变结构控制器分别为如下形式： 
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(1)MFTSM 控制器 
0 

当亨2—0，或 z≠0且I z1 l 1时，控制器为 一一l z2+詈z2xT。 +0．5sat(SMV-rsM)l； L J 

一  ，7 0 一 

当j2≠0且 l z1 l三三三1时，控制器为“一一I z2+÷ 2一詈z1z2sat(x1)+0．5sat(SMvrsM)I． 
L J -J 

(2)TSM(16)控制器 

U一一[一主2 +e+0．5sat(e)]，主2 一一lOx2 +lOx2 ， 2 一一[ i，5+z{ 。+STsM(16)+0．5sat(sTsM(16))]． 

(3)FITSM控制器 

一 [一主2，+e+0．5sat(e)+e 。]，主2，一一lOx2，+lOx ， 

X2 一一[zl+flsat(x1)+ i 。+s FITsM+sat(sFITsM)]． 

以上所选取的3种 Terminal滑动模态控制器的控制参数保持一致．在这3个滑动模态控制器的作用下， 

系统状态和控制器输入的变化曲线如图 1～3所示． 

从图1和图2中，可以看出，在这3种Terminal滑动模态控制器的作用下，系统状态都分别在有限时间内 
J I 

收敛到原点．系统状态从初始值[1．5，1]分别进入到区域{ ( )l J ( )I 0．01)和{ 。( )J f z( )} 
l l 

0．01)的收敛时间如表1所示．从表1上看出，本文所提出的滑动模态控制器是最有效的，状态X (￡)和 z(￡) 

收敛的时间最短，而 MFTSM控制器下的状态．27 (￡)和X (￡)收敛的时间最长，TSM(16)控制器的收敛时间 

居中，但比较接近本文所提出的滑动模态控制器的效果． 

从图3中可以看出，3种控制器均没有产生奇异问题，都是连续的．但是三种控制输入相比，MFTSM 控 

制器需要的控制能量最小，而本文的滑动模态控制器的控制能量最大，TSM(16)控制器仍居中，同样需要能 

量比较接近本文的滑动模态控制器． 

f／ ￡，s 

图1 3种滑动模态控制器作用下的 

状态x。(0的变化曲线 

4 结 论 

图2 3种滑动模态控制器作用下的 

状态 (O的变化曲线 

表 1 3种滑动模态控制器作用下系统状态收敛时间 

图3 3种滑动模态控制器作用下的 

控制输入变化曲线 

本文针对系统状态在 Terminal滑动模态收敛问题，提出一种新的快速积分型 Terminal滑模函数设计 

方法，并和其他形式的 Terminal滑模函数比较，进一步加快了系统状态或误差状态在滑动模态的收敛时间． 

利用本文所设计的快速积分型 Terminal滑模函数，给出了变结构控制器设计方法，并基于李亚普诺夫 

稳定性理论，严格证明了系统在有限时间收敛的稳定性． 

基于数字仿真，和其他的Terminal滑动模态控制器进行了对比分析，进一步验证了本文所提出的 Ter— 

minal滑动模态控制器的有效性． 
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An Integral Trminal Sliding M ode Controller for Nonlinear System 

GUO Jianguo，JIA Qichen，ZHOU Jun 

(Institute of Precision Guidance and Control，Northwestern Polytechnical University，Xi’an 710072，China) 

Abstract：This paper presents a global nonsingular fast integral terminal sliding mode(FITSM)controller for a nonlin— 

ear dynamical system．A novel FITSM is first proposed to accelerate convergence rate to the equilibrium point in a sliding mani— 

fold，according to the results of terminal sliding modes．Also it addresses the singularity problem accompanied by the conven— 

tional terminal sliding mode contro1．Additionally，the time taken to reach the equilibrium point from any initial state in the 

sliding mode is guaranteed to be finite．Secondly，combined with baekstepping method，the sliding mode controller is designed 

for the nonlinear system with uncertainty and disturbance．This is followed by analysis of simulation results of the proposed 

terminal sliding mode controller． 

Keywords：Terminal sliding mode；finite-time stability；Lyapunov stability；backstepping method 


