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本原有向图D{n-t-1,n-t}的广义μ-scrambling指数
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摘 要:用D{n-t-1,n-t}表示具有两个n-t-1长圈、一个n-t长圈的本原有向图.运用数学归纳方法,

结合图论及其构造,来研究此类本原图,得到该本原有向图的λ重下μ-scrambling指数及λ重上μ-scrambling指数.
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对于一个本原的随机矩阵S 来讲,S 的第二大特征值的模的上界是非常重要的,它们决定了相应的矩阵

幂序列的渐近收敛速度.2009年Akelbek和Kirkland引入了本原有向图的scrambling指数的概念,并讨论

了一类含有哈密顿圈且最小圈长为s的n 阶本原有向图的scrambling指数的上界[1-2].2000年Cho、Kim和

Nam将竞赛图推广到m-step 竞赛图中[3].2010年Huang和Liu介绍了在一个无记忆的通信系统的背景下,
引入了本原有向图的广义scrambling指数的定义,同时还提供了几类本原有向图的广义scrambling指数的

精确上界和下界[4].1990年Brualdi和Liu考虑了一个无记忆通信系统,用图形来表示,即以一个具有n个顶

点的本原有向图D 表示,令λ,μ 是整数并且1⩽λ,μ⩽n[5].如果有向图D 是本原的,就可以保证存在一个

最短的时间内,有μ 个顶点知道所有λ 个顶点的信息.那么目前值得研究的一个问题就是这个最短的时间具

体是多少? 为了刻画这一问题,提出了广义scrambling的定义.2012年Zhang和 Huang给出了一些本原有

向图的广义μ-scrambling指数的上下界[6].本文运用数学归纳方法,结合图论及其构造,来刻画一类特殊本

原图D{n-t-1,n-t}的广义μ-scrambling指数,得到本原有向图D{n-t-1,n-t}的λ 重下μ-scramb-
ling指数和λ重上μ-scrambling指数.

1 预备知识

定义1[7] 设D 是n阶本原有向图,如果存在正整数k,对D 中任意顶点νi 和νj,总有w ∈V(D)使得

从w 到νi 和νj 都有k长途径,满足这样条件的最小正整数k称为n阶本原有向图D 的scrambling指数,记
作k(D).

定义2[8] 令D ∈Pn,1⩽λ,μ⩽n(λ,μ∈Z+),X ⊆V(D),若在D 中存在μ 个顶点ω1,ω2,…,ωμ,
对任意x ∈X,都有从x 到ωi(i=1,2,…,μ)的m 长路径:

(1)满足以上条件的最小正整数m 称为n 阶本原有向图D 的λ重下μ-scrambling指数,记作

h(D,λ,μ)∶=min{k
(μ)
X |X ⊆V(D)且|X|=λ};

  (2)满足以上条件的最大正整数m 称为n 阶本原有向图D 的λ 重上μ-scrambling指数,记作

k(D,λ,μ)∶=max{k
(μ)
X |X ⊆V(D)且|X|=λ}.

  本原有向图D 的λ重下μ-scrambling指数和λ重上μ-scrambling指数统称为广义μ-scrambling指数,
当μ=1时,称为广义scrambling指数.
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2 主要结论及证明

引理1 D 为n阶本原有向图,其中D的基础图含有两个长为n-t-1的圈,一个长为n-t的圈,L(D)=
{n-t-1,n-t},gcd(n-t-1,n-t)=1,则

h(D,λ,μ)=4+(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t),λ+μ⩽n+1,(λ⩾2,μ⩾1).
  证明 令t=4+(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t),不失一般性设d+

D(νn-t-1)⩾2,νn-t-1 是一个环点,存
在一个λ-1个点的集合X',易见X'中的点到νn-t-1 的距离最长为λ-1,并且存在至少μ-1个不同的点

ω1,ω2,…,ωμ-1 且ωi ≠νn-t-1(i=1,2,…,μ-1)使得{ω1,ω2,…,ωμ-1}⊆RDn-t-1

μ-1
({νn-t-1}).

令X'={νqi|νqi

ki
→νn-t-1,1⩽ki⩽λ-1且w ∈V(D)≠νqi

,d(w,νn-t-1)⩾ max
1⩽i⩽m

ki,i=1,2,…,

m(m <n)},X″={νqi|i=1,2,…,λ-1}⊆X'是一个具有λ-1个点的集合,X =X″∪ {νn-t-1},则

|X|=λ.
在D(n-t-1)中,对任意νqi ∈X″,d(νqi

,νn-t-1)⩽λ-2(i=1,2,…,λ-1),则{ω1,ω2,…,ωμ-1,νn-t-1}⊆
∩

x∈X
RD

μ-1({x}),即|∩
x∈X

RD
μ-1({x})|⩾μ,得

h(D,λ,μ)⩽ (λ+μ-3)(n-t-1)<4+(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t).
  令k'=􀎥n/n-t-1􀎡,首先考查点ν1,ν2,…,νn-t-1,易知对于νn-t-i-1,有RD

(λ+μ-3)(n-t-1)({νn-t-i-1})=

RD(n-t-1)

λ+μ-3
({νn-t-i-1})={νj(n-t-1)-i(modn)|j=1,2,…,λ+μ-2}(i=0,1,…,n-t-2),令ki=􀎥(n-i)/n-

t-1􀎡,(n-t⩽i⩽n),则0⩽ki ⩽k'-1.对于i=n-t,n-t+1,…,n,易得,RD
(λ+μ-3)

({νi})=

RD(n-t-1)

λ+μ-3
({νi})={νi+j(n-t-1)(modn)|j=0,1,…,λ+μ-3}.

设X 是任意λ个点的集合,Xi={νi-j(n-t-1)|j=0,1,…,λ-1},(i=1,2,…,n-t-1)为一个点集,则

|Xi|=λ.
如果X =Xi,那么

∩
x∈X

RD
(λ+μ-3)(n-t-1)

({x})=|{i+j(n-t-1)(modn)|j=0,1,…,μ-2}|=μ-1.

  如果X ≠Xi,那么 ∩
x∈X

RD
(λ+μ-3)(n-t-1)

({x})<μ-1,(i=1,2,…,n-t-1),得h(D,λ,μ)⩾4+
(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t).

综上h(D,λ,μ)=4+(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t),λ+μ ⩽n+1,(λ⩾2,μ ⩾1).
引理2 D 为n 阶本原有向图,其中D 的基础图含有两个长为n-t-1的圈,一个长为n-t的圈,

L(D)={n-t-1,n-t},gcd(n-t-1,n-t)=1,则

h(D,λ,μ)=2+λ+μ-2n+(n-2)(n-t),λ+μ>n+1,(λ⩾2,μ⩾1).
  证明 设λ+μ=n+k(2⩽k⩽n),因为d+(νn-t-1)⩾2,显然存在两个孤立点(νn-t-1,x),(νn-t-1,y),

x ∈V(Cn-t-1).故 D(n-t-1) 中x 是一个环点且存在一条弧(x,y),所以 |RD
1+(n-2)(n-t-1)

({νn-t-1})|⩾

|RD
(n-2)(n-t-1)

({x,y})|⩾n.
由于D 是本原有向图,所以|RD

l'+(n-2)(n-t-1)
({νn-t-1})|=n(2⩽l'⩽n).

因此,|RD
l+(n-2)(n-t-1)

({νn-t-1})|=n(1⩽l⩽n),即RD
l+(n-2)(n-t-1)

({νn-t-1})=V(D).
接下来分两种情况进行证明.
(1)当λ⩽n-t-1时,存在λ-1个点νp1

,νp2
,…,νpλ-1

∈V(Cn-t-1),使得圈Cn-t-1 上有一λ-1长

路径W =νpλ-1
→νpλ-2

→ … →νp2 →νp1 →νn-t-1.
设X={νp1

,νp2
,…,νpλ-1

,νn-t-1},则|X|=λ,为证明方便,记νn-t-1=νp0.因为圈Cn-t-1 上有一条长为

λ-1的路径W =νpλ-1
→νpλ-2

→ … →νp2 →νp1 →νn-t-1,故

∩
k

i=1
RD

k-i+(n-2)(n-t-1)
({νn-t-1})∩

λ-1

i=k+1
RD
(n-2)(n-t-1)

({νpi-k
})( ) ⊆ ∩

x∈X
RD

k+(n-2)(n-t-1)
({x})( ) .

对于i=0,1,…,k-1,有RD
k-i+(n-2)(n-t-1)

({νn-t-1})=V(D).
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当k=λ 时,得|∩
x∈X

RD
k+(n-2)(n-t-1)

({x})|=n=μ;当k <λ 时,因为νpi ∈D(n-t-1) 是个环点,则有

|RD(n-t-1)

n-2
({νpi

})|⩾n-1,(i=0,1,2,…,λ-k-1),所以|∩
x∈X

RD
k+(n-2)(n-t-1)

({x})|⩾|∩
λ-k-1

i=0
RD(n-t-1)

n-2
({νpi

})|⩾
(n-1)(λ-k)-n(λ-k-1)=μ.

(2)当λ=n-t-1+m(m >0)时,令X =Y ∪V(Cn-t-1),则|X|=λ.
当λ=n-t-1+m,(m-k>0),首先考虑V(Cn-t-1)中的点,因为νi ∈V(Cn-t-1),存在一点νn

i ∈

V(Cn-t-1),使得νi
k
→νn

i,(i=1,2,…,n-t-1),所以,

(∩
n-t-1

i=1
RD

k+(n-2)(n-t-1)
({νi}))⊇(∩

n-t-1

i=1
RD
(n-2)(n-t-1)

({νn
i}))⊇(∩

n-t-1

i=1
RD
(n-2)(n-t-1)

({νi}))= (∩
n-t-1

i=1
RD(n-t-1)

n-2
({νi})).

  考虑Y 中的点,对于νκi ∈Y,当1⩽d(νκi
,ν'κi

)⩽k时,有ν″κi ∈V(Cn-t-1)(i=1,2,…,m),则

|∩
x∈X

RD
k+(n-2)(n-t-1)

({x})|⩾|∩
n-t-1

i=1
RD(n-t-1)

n-2
({νi})|⩾ (n-1)(n-t-1)-n(n-t-2)⩾μ.

  当d(νκm
,ν'κm

)⩾k+1,若存在k* 个点νκm-k*+1
,νκm-k*+2

,…,νκm
(这些点可以相同),使得d(νκi

,

V(Cn-t-1))⩾k+1,ν″κi ∈Y(i=m-k* +1,m-k* +2,…,m),ν″κi ∈V(Cn-t-1)(i=1,2,…,m-k*).
点ν″κm-k*+1

,ν″κm-k*+2
,…,ν″κm

(这些点可以相同)组成的集合用X1 表示,则|X1|=k'⩽k* ⩽m -k.令

X1={u1,u2,…,uk'},则|∩
x∈X

RD
k+(n-2)(n-t-1)

({x})|⩾|∩
n-t-1

i=1
RD(n-t-1)

n-2
({νi})∩

x∈X1
RD(n-t-1)

n-2
({x})|.

对于D(n-t-1),ui ∈X1,令d(ν'κt
,ν″κt

)=k1(n-t-1)+k2(k1 ⩾0,0⩽k2 ⩽n-t-2).设D(n-t-1)

中,有k0(⩾1)个顶点u1,u2,…,uk0 ∈X1,使得

li=k1+1,(i=1,2,…,k0),li ⩽k1,(i=k0+1,k0+2,…,k'),

因此,|RD(n-t-1)

n-2
({ui})∩ RD(n-t-1)

n-2
({wi})|⩾ n -k1 -2,(i =1,2,…,k0),|RD(n-t-1)

n-2
({ui})∩

RD(n-t-1)

n-2
({wi})|⩾n-k1-1,(i=k0+1,k0+2,…,k').所以,

|∩
x∈X

RD
k+(n-2)(n-t-1)({x})|⩾|∩

n-t-1

i=1
RD(n-t-1)

n-2
({νi})∩

x∈X1
RD(n-t-1)

n-2
({x})|⩾ (n-k1-2)k0+

(n-k1-1)(n-t-k0-1)-n(n-t-2)=μ+m-k-k1(n-t-1)-k0.
  因为m-k-k1(n-t-1)-k0⩾0,所以|∩

x∈X
RD

k+(n-2)(n-t-1)({x})|⩾μ.综上h(D,λ,μ)⩽2+λ+

μ-2n+(n-2)(n-t).令λ+μ=n+k,(2⩽k⩽n),易证

RD
(n-2)(n-t-1)({νi})=RD(n-t-1)

n-2
({νi})={ν1,ν2,…,νn}\{νi+ri(n-t-1)(modn)|ri=0,1,…,ki}∪ {νt+i(modn)},

其中i=n-t,n-t+1,…,n.对于i=n-t-k(modn),n-t-k-1(modn),…,1-t(modn),则
RD

k-1+(n-t-1)(n-2)({νi})={ν1,ν2,…,νn-1,νn}且RD
k-1+(n-t-1)(n-2)({νi})=RD

(n-t-1)(n-2)({νi+k-1(modn)}).
令X* ={νi|i=n-t-k(modn),n-t-k-1(modn),…,-t(modn)}.
如果k=1,则X'=⌀,X* =V(D).令X** ={νi+k-1(modn)|νi∈X*},则|X**|=n-k+1.令Y=

Y'∪X″是λ 个点的集合,X =X'∪X″,(|Y'|=k-1),|X″|=λ-k+1,且Y'≠X'.
因 为 ∩x∈X'RDs

k-1+(n-t-1)(n-2)
({x}) = {ν1,ν2,…,νn}, 故 |∩y∈YRD

k-1+(n-t-1)(n-2)({y}) |⩽
|∩x∈XRD

k-1+(n-t-1)(n-2)({x})|.
现只需考虑X =X'∪X″,这里X″⊆X* 是λ-k+1个点的集合.
如果X** ⊄{ν1,ν2,…,νn-t-1},X** =X**

1 ∪{ν1,ν2,…,νn-t-1},其中|X**
1 |=t-k+2.若存在n0

个顶点k1,k2,…,kn0 ∈ {ν1,ν2,…,νn-t-1},对每一个ki,存在mi 个顶点ki-(n-t-1)(modn),ki-2(n-t-1)(modn),…,

ki-mi(n-t-1)(modn)∈ X**
1 ,使 得 在 D(n-t-1) 中 有 长 为 mi(mi ⩾ 1)的 路 径 为:Wi =ki-mi(n-t-1)(modn) →

ki-(mi-1)(n-t-1)(modn)→ … →ki-(n-t-1)(modn)→ki,∑
n0

i=1
mi=t-k+2,i=1,2,…,n0.

令Yi={ki},(i=n0+1,n0+2,…,n-t-1),Yi ={ki -j(n-t-1)(modn)|j=0,1,…,mi},
(i=1,2,…,n0).

令 ∩x∈Zpi
RD
(n-t-1)(n-2)({x})=V(D)\Xpi

,|Zpi|=m'pi
,则∑

m0

i=1
m'pi =λ-k+1.
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因 为 Xpi ⊆ {kpi-(n-t-1)(modn),kp-2(n-t-1)(modn),…,kpi-(mpi+1)(n-t-1)(modn)}且 ∩
m0

i=1
Xpi = ⌀, 所 以,

∩
x∈X‴

RD
(n-t-1)(n-2)({x})=V(D)\∪

m0

i=1
Xpi
,(i=1,2,…,m0).

因为|Xpi|⩾m'pi
,所以|∩

x∈X‴
RD
(n-t-1))(n-2)({x})|⩽n-∑

m0

i=1
m'pi =n-(λ-k+1)=μ-1,(i=1,

2,…,m0).
如果Zpi ={kpi -j(n-t-1)|j=0,1,…,m'pi -1},那么|∩

x∈X‴
RD
(n-t-1)(n-2)({x})|=n+k-λ-1=

μ-1,否则,|∩
x∈X‴

RD
(n-t-1)(n-2)({x})|<n+k-λ-1.=μ-1,(i=1,2,…,m0).因此,h(D,λ,μ)⩾2+

λ+μ-2n+(n-2)(n-t).
h(D,λ,μ)=2+λ+μ-2n+(n-2)(n-t),λ+μ>n+1,(λ⩾2,μ⩾1).

  定理1 D 为n阶本原有向图,其中D的基础图含有两个长为n-t-1的圈,一个长为n-t的圈,L(D)=
{n-t-1,n-t},gcd{n-t-1,n-t}=1,则

h(D,λ,μ)=
4+(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t),λ+μ⩽n+1,

2+λ+μ-2n+(n-2)(n-t),λ+μ>n+1.{ (λ⩾2,μ⩾1).

  证明 由引理1和引理2得,

h(D,λ,μ)=
4+(λ+μ)(n-t-1)-3(n-t),λ+μ⩽n+1,

2+λ+μ-2n+(n-2)(n-t),λ+μ>n+1.{
  定理2 D 为n阶本原有向图,其中D的基础图含有两个长为n-t-1的圈,一个长为n-t的圈,L(D)=
{n-t-1,n-t},则

k(D,λ,μ)⩽
t+1+(n-t-1)􀎥

n(λ-1)+μ-1
λ

􀎡,n-t-λ⩾1,

t+1+(n-t-1)􀎥
n(n-t-2)+μ-1

n-t-1
􀎡,n-t-λ<1.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

  证明  在 圈 Cn-t-1 中,选 择 r 个 顶 点u1,u2,…,ur-1,ur.因 为 ui ∈ D(n-t-1) 是 环 点,所 以,

|RD(n-t-1)
l ({ui})|⩾l+1,(l=􀎥(n(r-1)+μ-1)/r􀎡,i=1,2,…,r).

令n(r-1)+μ-1
r =k+a,(0⩽a<1),则􀎥(n(r-1)+μ-1)/r􀎡=k,由于r(1-a)⩾1,则

|∩
r

i=1
RD(n-t-1)

k ({ui})|⩾ (􀎥(
n(λ-1)+μ-1

r
)􀎡+1)r-(r-1)n⩾μ,

所以,|∩
r

i=1
RD

k(n-t-1)
({ui})|⩾μ.

设X 是任意λ 个点的集合,X ={ν1,ν2,…,νλ}.对任意νi ∈X,存在一条从νi 到ν'i 长为t+1的路径

(ν'i ∈Cn-t-1,i=1,2,…,λ).如果λ⩽n-t-1,则|{ν'1,ν'2,…,ν'λ}|⩽λ;如果λ>n-t-1,则|{ν'1,
ν'2,…,ν'λ}|⩽n-t-1.因此,

k(D,λ,μ)⩽
t+1+(n-t-1)􀎥

n(λ-1)+μ-1
λ

􀎡,n-t-λ⩾1,

t+1+(n-t-1)􀎥
n(n-t-2)+μ-1

n-t-1
􀎡,n-t-λ<1.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

3 结束语

本文得到了两类本原有向图的λ重下μ-scrambling指数及λ 重上μ-scrambling指数.最近这方面的超

图做得还很少,接下来可以刻画一些超图的λ重下μ-scrambling指数及λ重上μ-scrambling指数.
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Thegeneralizedμ-scramblingscramblingindexof
aprimitivedigraphD{n-t-1,n-t}
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  Abstract:Denotetheprimitivedigraphwithtwon-t-1-cyclesandonen-t-cyclebyD{n-t-1,n-t}.Byusingthe

graphtheoryandCombiningtheMathematicalconstructionmethodwithinductivemethod,weshowthatthegeneralizedμ-
scramblingscramblingindexofaprimitivedigraphD{n-t-1,n-t}.
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