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Young型不等式的推广及其反向形式
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摘 要:在给出数字情形Young型不等式的推广及其反向形式的基础上,获得相应的算子不等式及在 Hil-
bert-Schmidt范数、酉不变范数和迹范数意义下的矩阵不等式.

关键词:Young型不等式;Hilbert-Schmidt范数;迹范数;酉不变范数

中图分类号:O177.1 文献标志码:A

B(H)表示复Hilbert空间H 上有界线性算子构成的C*-代数.算子A∈B(H)称为正的,如果对任

意的x∈H 有<Ax,x>⩾0.H 上全体正算子(可逆正算子)构成的集合用B+ (H)(B++(H))表示.当A∈
B++(H)时,记为A >0.另外,算子间加权的算术平均和几何平均分别定义为:A∇vB=(1-v)A+vB,

A#vB=A
1
2(A-

1
2BA-

1
2)vA

1
2,其中v∈[0,1],A,B∈B++(H).如果v=

1
2
,用A∇B,A#B 简记之.为方便

起见,采用下边记号A#vB=A
1
2(A-

1
2BA-

1
2)vA

1
2.v∈R.

其次,用Mn 表示n×n 复矩阵的全体.M+
n 表示Mn 中所有正半定矩阵组成的子集.当X,Y 是Mn 中

Hermitian矩阵并使得X-Y∈M+
n 时,则称X ⩾Y.Mn 中严格正定矩阵全体用M++

n 表示.Mn 上的范数

‖·‖ 称为酉不变范数,如果它对一切A ∈Mn 和一切酉矩阵U,V ∈Mn 满足 ‖UAV‖=‖A‖.对A=

[aij]∈Mn,Hilbert-Schmidt范数和迹范数分别定义为 ‖A‖2= ∑
n

j=1
s2j(A),‖A‖1=∑

n

j=1
sj(A),其中

s1(A)⩾s2(A)⩾…⩾sn(A)是A的奇异值按照递减顺序(根据重数重复)的排列.我们知道‖·‖2是一个

酉不变范数.
经典的Young不等式为:如果a,b⩾0且v∈ [0,1],则

avb1-v ⩽va+(1-v)b, (1)
并且上述不等式中等号成立当且仅当a=b.该不等式应用十分广泛.最近,许多学者研究其推广形式.文献

[1]给出了(1)式的一个完全加细形式如下:若a,b>0,v∈ [0,1],则

va+(1-v)b⩾avb1-v +∑
N

j=1
Sj(v)(

2j

b2
j-1-kj(v)akj(v)-

2j

akj(v)+1b2
j-1-kj(v)-1)2, (2)

其中Sj(v)=(-1)
rj(v)2j-1v+(-1)

rj(v)+1 rj
(v)+1
2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,rj(v)=[2jv],kj(v)=[2j-1v],j=1,2,…,N.这

里[x]表示不超过x 的最大整数.
为了使用方便,用SN(v;a,b)表示(2)式右端中的和式,它是一个非负函数,即

SN(v;a,b)=∑
N

j=1
Sj(v)(

2j

b2
j-1-kj(v)akj(v)-

2j

akj(v)+1b2
j-1-kj(v)-1)2.

  另外,文献[2]最先给出了平方形式的Young型不等式.
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(1)若0⩽v⩽
1
2
,则

v2a2+(1-v)2b2 ⩾ (va)2vb2-2v +v2(a-b)2. (3)

  (2)若
1
2⩽v⩽1

,则

v2a2+(1-v)2b2 ⩾a2v[(1-v)b]2-2v +(1-v)2(a-b)2. (4)

  随后,(3)和(4)式被文献[3]推广为:

如果0⩽v⩽
1
2
,则

(va)2vb2-2v +v2(a-b)2+r0b(va - b)2 ⩽v2a2+(1-v)2b2 ⩽

a2v[(1-v)b]2-2v +(1-v)2(a-b)2-r0a(a - (1-v)b)2, (5)
其中r0=min{2v,1-2v}.

如果1
2⩽v⩽1

,则

a2v[(1-v)b]2-2v +(1-v)2(a-b)2+r0a(a - (1-v)b)2 ⩽

v2a2+(1-v)2b2 ⩽ (va)2vb2-2v +v2(a-b)2-r0b(va - b)2. (6)
其中r0=min{2v-1,2-2v}.

本文根据文献[1]中的想法,给出(3)和(4)式的一个完全加细形式,在此基础上进而给出相应算子不等

式及矩阵形式的Hilbert-Schmidt范数、酉不变范数和迹的不等式,这些结果是文献[4]中结果的进一步加细.

1 数字形式和算子形式的Young型不等式

首先给出(3)和(4)式的一个完全形式.
定理1 假设a,b⩾0及v∈ [0,1].

i)如果0⩽v⩽
1
2
,则

(va)2vb2-2v +v2(a-b)2+bSN(2v;va,b)⩽v2a2+(1-v)2b2 ⩽
a2v[(1-v)b]2-2v +(1-v)2(a-b)2-SN(2v;(1-v)ab,a2). (7)

  ii)如果1
2⩽v⩽1

,则

a2v[(1-v)b]2-2v +(1-v)2(a-b)2+aSN(2v-1;a,(1-v)b)⩽v2a2+(1-v)2b2 ⩽
(va)2vb2-2v +v2(a-b)2-SN(2v-1;b2,vab). (8)

  证明 i)当0⩽v⩽
1
2

时,由(2)式可得

v2a2+(1-v)2b2-v2(a-b)2-(va)2vb2-2v =b[2v(va)+(1-2v)b]-(va)2vb2-2v ⩾
b[(va)2vb1-2v +SN(2v;va,b)]-(va)2vb2-2v =bSN(2v;va,b),

且

(1-v)2(a-b)2-v2a2-(1-v)2b2+a2v[(1-v)b]2-2v =2v[(1-v)ab]+(1-2v)a2-2(1-
v)ab+a2v[(1-v)b]2-2v ⩾a2-2v[(1-v)b]2v +SN(2v;(1-v)ab,a2)-2(1-v)ab+a2v[(1-

v)b]2-2v =SN(2v;(1-v)ab,a2)+[a1-v((1-v)b)v -av((1-v)b)1-v]2 ⩾SN(2v;(1-v)ab,a2).
故得(7)式.

ii)当
1
2⩽v⩽1

时,同样根据(2)式类似可得(8)式.

注记1 当N=1时(7)和(8)式就变成(5)式及(6)式.
引理1[5] 设X ∈B(H)是自伴算子,且f与g是实值连续函数并使得对一切t∈Sp(X)(X 的谱)有
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f(t)⩽g(t).则f(X)⩽g(X).
利用该引理1和(7)式易得定理1具有如下的算子形式.
定理2 设A,B ∈B++(H)且v∈ [0,1].

i)如果v∈ [0,
1
2
],则

v2v(A#1-vB)+2v2(A∇B-A#B)+∑
N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 A#2j-kj(2v)

2j
B( ) +v

kj(2v)+1

2j-1 A#2j-kj(2v)-1

2j
B( ) -

2v
2kj(2v)+1

2j A#2j+1-2kj(2v)-1

2j+1
B( ) ]⩽v2A+(1-v)2B⩽(1-v)2-2v(A#1-vB)+2(1-v)2(A∇B-A#B)-

∑
N

j=1
Sj(2v)(1-v)

kj(2v)

2j-1 A#kj(2v)

2j
B( ) +(1-v)

kj(2v)+1

2j-1 A#kj(2v)+1

2j
B( ) -2(1-v)

2kj(2v)+1

2j A#2kj(2v)+1

2j+1
B( )[ ] .

(9)

  ii)如果v∈ [
1
2
,1],则

(1-v)2-2v(A#vB)+2(1-v)2(A∇B-A#B)+∑
N

j=1
Sj(2v-1)[(1-v)

2j-1-kj(2v-1)

2j-1 A#2j-1+kj(2v-1)

2j
B( ) +

(1-v)
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 A#2j-1+kj(2v-1)+1

2j
B( ) -2(1-v)

2j-2kj(2v-1)-1

2j (A#2j+2kj(2v-1)+1

2j+1
B)]⩽v2B+(1-v)2A ⩽

v2v(A#vB)+2v2(A∇B-A#B)-∑
N

j=1
Sj(2v-1)[v

2j-1-kj(2v-1)

2j-1 (A#2j-1-kj(2v-1)

2j
B)+

v
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 (A#2j-1-kj(2v-1)-1

2j
B)-2v

2j-2kj(2v-1)-1

2j (A#2j-2kj(2v-1)-1

2j+1
B)]. (10)

  注记2 当N=1时,(9)和(10)式就变成(5)和(6)式的算子形式.

2 矩阵形式的不等式

本节中给出定理1的Hilbert-Schmidt范数、酉不变范数和迹范数意义下的矩阵不等式.为此,先给出如

下引理.
引理2[6] 假设A,B,X ∈Mn 使得A,B 是正半定的.|||·|||是任意一个酉不变范数.
如果0⩽v⩽1,则|||AvXB1-v|||⩽|||AX|||v|||XB|||1-v.

引理3[7] 设A,B ∈Mn,则∑
n

j=1
sj(AB)⩽∑

n

j=1
sj(A)sj(B).

引理4 设A,B ∈M+
n 且v∈ [0,1],则 ‖AvB1-v‖22 ⩽∑

n

j=1

[sv
j(A)sj

1-v(B)]2.

证明 对任意C∈Mn,由文献[8]知,|trC|⩽∑
n

j=1
sj(C).

故根 据 引 理 3 得 ∑
n

j=1

[sv
j(A)s1-vj (B)]2 ⩾ ∑

n

j=1
sj(A2vB2(1-v))⩾ tr(A2vB2(1-v))=tr(B1-vA2vB1-v)=

∑
n

j=1
s2j(AvB1-v)=‖AvB1-v‖22.

下边先给出Hilbert-Schmidt范数意义下的不等式.
定理3 若A,B,X ∈Mn 使得A,B ∈M+

n 且v∈ [0,1].

i)如果v∈ [0,
1
2
],则

v2v‖AvXB1-v‖22+v2‖AX-XB‖22+2v(1-v)‖A
1
2XB

1
2‖22+∑

N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 ‖A
kj(2v)

2j XB
2j-kj(2v)

2j ‖22+
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v
kj(2v)+1

2j-1 ‖A
kj(2v)+1

2j-1 XB
2j-kj(2v)-1

2j ‖22-2v
2kj(2v)+1

2j ‖A
2kj(2v)+1

2j+1 XB
2j+1-2kj(2v)-1

2j+1 ‖22]⩽ ‖vAX +(1-v)XB‖22 ⩽

(1-v)2-2v‖AvXB1-v‖22+(1-v)2‖AX -XB‖22+2v(1-v)‖A
1
2XB

1
2‖22-

∑
N

j=1
Sj(2v)[(1-v)

kj(2v)

2j-1 ‖A
2j-kj(2v)

2j XB
kj(2v)

2j ‖22+(1-v)
kj(2v)+1

2j-1 ‖A
2j-kj(2v)-1

2j XB
kj(2v)+1

2j-1 ‖22-

2(1-v)
2kj(2v)+1

2j ‖A
2j+1-2kj(2v)-1

2j+1 XB
2kj(2v)+1

2j+1 ‖22]. (11)

  ii)如果v∈ [
1
2
,1],则

(1-v)2-2v‖AvXB1-v‖22+(1-v)2‖AX -XB‖22+2v(1-v)‖A
1
2XB

1
2‖22+∑

N

j=1
Sj(2v-1)[(1-

v)
2j-1-kj(2v-1)

2j-1 ‖A
2j-1+kj(2v-1)

2j XB
2j-1-kj(2v-1)

2j ‖22+(1-v)
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 ‖A
2j-1+kj(2v-1)+1

2j XB
2j-1-kj(2v-1)-1

2j ‖22-

2(1-v)
2j-2kj(2v-1)-1

2j ‖A
2j+2kj(2v-1)+1

2j+1 XB
2j-2kj(2v-1)-1

2j+1 ‖22]⩽ ‖vAX +(1-v)XB‖22 ⩽

v2v‖AvXB1-v‖22+v2‖AX -XB‖22+2v(1-v)‖A
1
2XB

1
2‖22-∑

N

j=1
Sj(2v-

1)[v
2j-1-kj(2v-1)

2j-1 ‖A
2j-1-kj(2v-1)

2j XB
2j-1+kj(2v-1)

2j ‖22+v
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 ‖A
2j-1-kj(2v-1)-1

2j X·

B
2j-1+kj(2v-1)+1

2j ‖22-2v
2j-2kj(2v-1)-1

2j ‖A
2j-2kj(2v-1)-1

2j+1 XB
2j+2kj(2v-1)+1

2j+1 ‖22]. (12)

  证明 由于A 和B 是正半定的,由谱定理存在酉矩阵U,V ∈Mn,使得A=UΓ1U*,B=VΓ2V*,其中

Γ1=diag(λ1,λ2,…,λn),Γ2=diag(μ1,μ2,…,μn),λm,μl ⩾0,m,l=1,2,…,n.
现令Y =U*XV =[yml].则有vAX + (1-v)XB =U[(vλm + (1-v)μl)yml]V*,AX -XB =

U[(λm -μl)yml]V*,AvXB1-v =U[(λv
mμ1-v

l )yml]V*

i)如果v∈ [0,
1
2
],利用(7)式和Hilbert-Schmidt范数的酉不变性,有

‖vAX +(1-v)XB‖22=∑
n

m,l=1

[vλm +(1-v)μl]2|yml|2 ⩾v2v ∑
n

m,l=1

(λv
mμ1-v

l )2|yml|2+v2 ∑
n

m,l=1

(λm -

μl)2|yml|2+2v(1-v)∑
n

m,l=1

(λ
1
2
mμ

1
2
l
)2|yml|2+∑

N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 ∑
n

m,l=1

(λ
kj(2v)

2j
m μ

2j-kj(2v)

2j
l

)2|yml|2+

v
kj(2v)+1

2j-1 ∑
n

m,l=1

(λ
kj(2v)+1

2j-1
m μ

2j-kj(2v)-1

2j
l

)2|yml|2-2v
2kj(2v)+1

2j ∑
n

m,l=1

(λ
2kj(2v)+1

2j+1
m μ

2j+1-2kj(2v)-1

2j+1
l

)2|yml|2]=

v2v‖AvXB1-v‖22+v2‖AX -XB‖22+2v(1-v)‖A
1
2XB

1
2‖22+∑

N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 ‖A
kj(2v)

2j X·

B
2j-kj(2v)

2j ‖22+v
kj(2v)+1

2j-1 ‖A
kj(2v)+1

2j-1 XB
2j-kj(2v)-1

2j ‖22-2v
2kj(2v)+1

2j ‖A
2kj(2v)+1

2j+1 XB
2j+1-2kj(2v)-1

2j+1 ‖22],
及

‖vAX +(1-v)XB‖22=∑
n

m,l=1

[vλm +(1-v)μl]2|yml|2 ⩽ (1-v)2-2v ∑
n

m,l=1

(λv
mμ1-v

l )2|yml|2+(1-

v)2 ∑
n

m,l=1

(λm -μl)2|yml|2+2v(1-v)∑
n

m,l=1

(λ
1
2
mμ

1
2
l
)2|yml|2-∑

N

j=1
Sj(2v)[(1-

v)
kj(2v)

2j-1 ∑
n

m,l=1

(λ
2j-kj(2v)

2j
m μ

kj(2v)

2j
l

)2|yml|2+(1-v)
kj(2v)+1

2j-1 ∑
n

m,l=1

(λ
2j-kj(2v)-1

2j
m μ

kj(2v)+1

2j-1
l

)2|yml|2-

2(1-v)
2kj(2v)+1

2j ∑
n

m,l=1

(λ
2j+1-2kj(2v)-1

2j+1
m μ

2kj(2v)+1

2j+1
l

)2|yml|2]=(1-v)2-2v‖AvXB1-v‖22+

(1-v)2‖AX -XB‖22+2v(1-v)‖A
1
2XB

1
2‖22-∑

N

j=1
Sj(2v)[(1-
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v)
kj(2v)

2j-1 ‖A
2j-kj(2v)

2j XB
kj(2v)

2j ‖22+(1-v)
kj(2v)+1

2j-1 ‖A
2j-kj(2v)-1

2j XB
kj(2v)+1

2j-1 ‖22-2(1-

v)
2kj(2v)+1

2j ‖A
2j+1-2kj(2v)-1

2j+1 XB
2kj(2v)+1

2j+1 ‖22].
故(11)式成立.
ii)(12)式可类似得到.
注记3 在(11)、(12)式中令N=1可得(5)、(6)式的Hilbert-Schmidt范数形式的不等式.
由引理2和(7)式可得下面的酉不变范数意义下的不等式和迹不等式.
定理4 假设A,B,X ∈Mn 使得A,B ∈M++

n ,v∈ [0,1],|||·|||是任意一个酉不变范数.

i)如果v∈ [0,
1
2
],则

[v|||AX|||+(1-v)|||XB|||]2 ⩾v2v|||AvXB1-v|||2+v2(|||AX|||-|||XB|||)2+

2v(1-v)|||A
1
2XB

1
2|||2+∑

N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 |||A
kj(2v)

2j XB
2j-kj(2v)

2j |||2+v
kj(2v)+1

2j-1 ·

|||A
kj(2v)+1

2j-1 XB
2j-kj(2v)-1

2j |||2-2v
2kj(2v)+1

2j |||AX|||
2kj(2v)+1

2j |||XB|||
2j+1-2kj(2v)-1

2j ].

  ii)如果v∈ [
1
2
,1],则

[v|||AX|||+(1-v)|||XB|||]2⩾(1-v)2-2v|||AvXB1-v|||2+(1-v)2(|||AX|||-|||XB|||)2+

2v(1-v)|||A
1
2XB

1
2|||2+∑

N

j=1
Sj(2v-1)[(1-v)

2j-1-kj(2v-1)

2j-1 |||A
2j-1+kj(2v-1)

2j XB
2j-1-kj(2v-1)

2j |||2+

(1-v)
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 |||A
2j-1+kj(2v-1)+1

2j XB
2j-1-kj(2v-1)-1

2j |||2-2(1-

v)
2j-2kj(2v-1)-1

2j |||AX|||
2j+2kj(2v-1)+1

2j |||XB|||
2j-2kj(2v-1)-1

2j g].
  定理5 设A,B,X ∈Mn 使得A,B ∈M++

n ,v∈ [0,1].

i)如果v∈ [0,
1
2
],则

[tr(A∇1-vB)]2 ⩾v2v[tr|AvB1-v|]2+v2(trA-trB)2+2v(1-v)(tr|A
1
2B

1
2|)2+

∑
N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 (tr|A
kj(2v)

2j B
2j-kj(2v)

2j |)2+v
kj(2v)+1

2j-1 (tr|A
kj(2v)+1

2j-1 B
2j-kj(2v)-1

2j |)2-

2v
2kj(2v)+1

2j (trA)
2kj(2v)+1

2j (trB)
2j+1-2kj(2v)-1

2j ].

  ii)如果v∈ [
1
2
,1],则

[tr(A∇1-vB)]2 ⩾ (1-v)2-2v[tr|AvB1-v|]2+(1-v)2(trA-trB)2+2v(1-v)(tr|A
1
2B

1
2|)2+

∑
N

j=1
Sj(2v-1)[(1-v)

2j-1-kj(2v-1)

2j-1 (tr|A
2j-1+kj(2v-1)

2j B
2j-1-kj(2v-1)

2j |)2+(1-v)
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 ·

(tr|A
2j-1+kj(2v-1)+1

2j B
2j-1-kj(2v-1)-1

2j |)2-2(1-v)
2j-2kj(2v-1)-1

2j (trA)
2j+2kj(2v-1)+1

2j (trB)
2j-2kj(2v-1)-1

2j ].
  利用引理3、引理4、Cauchy-Schwarz不等式和(7)式,又可得下列定理6,它可看作是Young型不等式

的迹范数形式.
定理6 设A,B ∈Mn 使得A,B ∈M+

n 及v∈ [0,1].

i)如果v∈ [0,
1
2
],则

tr(v2A2+(1-v)2B2)⩾v2v||AvB1-v||22+v2(||A||2-||B||2)2+
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∑
N

j=1
Sj(2v)[v

kj(2v)

2j-1 ‖A
kj(2v)

2j-1B
2j-kj(2v)

2j-1 ‖1+v
kj(2v)+1

2j-1 ‖A
kj(2v)+1

2j-1 B
2j-kj(2v)-1

2j-1 ‖1-

2v
2kj(2v)+1

2j ‖A
2kj(2v)+1

2j-1 ‖1‖B
2j+1-2kj(2v)-1

2j-1 ‖1]. (13)

  ii)如果v∈ [
1
2
,1],则

tr(v2A2+(1-v)2B2)⩾ (1-v)2-2v||AvB1-v||22+(1-v)2(||A||2-||B||2)2+

∑
N

j=1
Sj(2v-1)[(1-v)

2j-1-kj(2v-1)

2j-1 ‖A
2j-1+kj(2v-1)

2j-1 B
2j-1-kj(2v-1)

2j-1 ‖1+

(1-v)
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 ‖A
2j-1+kj(2v-1)+1

2j-1 B
2j-1-kj(2v-1)-1

2j-1 ‖1-2(1-

v)
2j-2kj(2v-1)-1

2j ‖A
2j+2kj(2v-1)+1

2j-1 ‖1‖B
2j-2kj(2v-1)-1

2j-1 ‖1]. (14)

  注记3 在(13)、(14)式中令N=1可得文献[3]中的定理2.7.
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AgeneralizationofrefinementsandreversesforYoungtypeinequality
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  Abstract:Inthispaper,wegiveacompletedrefinementsandreversesofYoungtypeinequalityforrealnumbers.Mean-
while,basedonthescalarsresults,weobtainsomecorrespondingoperatorversionsandmatrixversionsincludingHilbert-
Schmidtnorm,unitarilyinvariantnormandrelatedtraceversions,whichcanberegardedastheapplicationsofthescalarsre-
sults.
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