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边染色临界图边数的新下界 

李卫奇，苗连英，齐林明 

(中国矿业大学 理学院，江苏 徐州 221000) 

摘 要：Vizing于1968年提出猜想：如果图G是一个点数为 ，边数为m的△一临界图，那么满足m三三=÷[(△一 
1)n-i-3]．根据临界图的若干引理，利用差值转移规则给出5-临界图和 6 临界图(不含三圈)边数的新下界，改进了已 

有的结果． 
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本文考虑的图都是有限、简单 、无 向图． 

定义 1_1 设 G是一个图，用d( )表示G的顶点的度数，V(G)表示G的顶点集，E(G)表示G的边集， 

△(G)表示 G的最大度， (G)表示 G的最小度，m表示G的边数， 表示G的点数． 

定义 2L2 若 73∈V(G)且 ( )一△，则称 是G的主顶点． 

定义 3_4 若对G的任何边e，令 G 一G—e，如果 (G )< (G)，则称G是临界的．若 G是临界的且 

(G)一A，则称 G是 △一临界图．其中 (G)表示 G的边色数． 

1 主要引理 

引理 1 设 ∈ E(G)，d(z)一 志，则有 ： 

1)若 k< A，则 Y至少与 A—k+1个主顶点邻接； 

2)若 尼一 A，则 至少与两个主顶点邻接； 

3)G至少有 △一 (G)+2个主顶点 ； 

4)G至少有 3个主顶点． 

引理 2__6 设 G是 △一临界图且 xy∈ E(G)， (z)+ ( )： △+2，则有 ： 

1)z，Y的所有邻点(除z， )均为 △度点； 

2)与z距离为 2的点的度数至少为 △一1； 

3)当 ( )， ( )< A时，与z，Y距离为 2的顶点的度均为 △． 

引理3 设G是 △一临界图，△ 5， (z)一3，则z至少有两个 △度顶点，记为：“，73则U，7J的邻点除 

．z外其余的点 △一1． 

引理 4l_9 设 G是 △一临界图， ( )一 4，若 △三三三6，则有： 

1)若 z邻接一个(△一2)度点，则 z的其他邻点均为 △度顶点； 

2)若 z的邻点全是(三三=△一1)度点，并且其中一个邻接3度点，则z的其他3个邻点只邻接一个( A一 

2)度点 ； 

3)若 z邻接 2个(A一1)度点，则 ．27的两个 △度邻点只邻接一个( △一2)度点． 
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引理 51io] 设 G是 △一临界图， (z)一4，z有一个(△一1)度邻点，记为 叫．如果 (除 z外)邻接一个 

(△一1)度顶点，则 X的其他 3个邻点均为 △度顶点，且每一个 △度顶点的邻点均 A一1． 

2 主要结果 

定理 1对于 5一临界图(不含三圈)，有 m三三= 121 
． 

证明 将运用差值转移的规则，对相邻点之间进行转移，从而达到要求． 

规则 1 对 (z)=2的点，邻接为两个 5度顶点，设为 ， ．此时乱， 向z转移差值 ，并且 “， 的邻点 

(异于 )向 转移差值 x 1
． 

规则 2 对 (z)一3( (z)一4)的点，设 z的 3个邻点分别为 ， 。， 。且 d(v。)一4，此时 向z转 

移差值 0， z， 。向z转移差值 ． 

规则 3 对 (z)一3( (z)一5)．设z的3个邻点分别为 ， ， 且d(v )一5，则 最多关联两个 < 

5度的点．此时 向 转移差值 ×÷， z， 向z转移差值 ， 表示与 点所邻接3，4度的顶点个数之和． 

规则4 对 ( )===4，则z从与 相邻接的5度邻点上转移去． 

下面按照顶点的度数分别进行讨论．文中c (z)=c(z)一 为经过差值转移后所得到新值． 

情形 1 对 ( )一 2的点 

设 z是一个 2度顶点，z邻接 2个 5度顶点，设为 ， ．由引理 2及本文所限定的条件， 邻接 4个不同于 

的5度顶点， 同样如此，根据规则 1，有 c (z)三三三c(z)+ 19×2+2×4× × 一
1

1

4

7
石 o． 

情形 2 对 ( )一 3的点． 

若 (z)==：4，设 3个邻点为 ， 2， 且d(v )一4，则由引理 2， ， 。邻点度数(除z外)均 4且 有 

4个不同于z的5度顶点，由规则2知：f (z)三三=f(z)+ 19×2一去 o． 
若 (z)一5，则由引理 3，．27邻接的 3个 5度顶点中至少有 2个其邻点(除．23外)度数均大于等于4，这两 

个5度顶点均向z转移差值 ， 的另一个邻点至少向z转移差值 ×丢，所以由规则3知 
c (z)三三=c(z)+ 19× 2+ 19× 1 ===

b

2

6

1
一

> 0． 

情形 3 对 (z)===4的点． 

与 相邻接的至少两个5度顶点，由规则4可知：Cp( )≥c(z)+ ×2一去三三=o． 
情形 4 对 (z)一 5的点． 

若 (z)一2，由引理 2知z的其他邻点均为 5度点，且与z距离为 2的点的度数均为4，由规则 l， 向 

它的 2度邻点转移差值 ，则 ：c ( )三三=c(z)一 19三三=o
． 

若 (z)一 3，4，由规则 3和 4，z至多向它的邻点转移差值 ，则 c (z) c(-z)一 19三三=o
． 

通过以上验证可知，对于 5一临界图(不含三圈)的任意顶点 z，通过差值转移规则，都可以得到 C (z)三三= 

0，结论成立． 

定理 2 对于 6一临界图(不含三圈)，有 三三=百133 
．  
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证 明 将运用差值转移的规则 ，对相邻点之间进行转移 ，从而达到要求． 

规则 1 对 (z)一2的点，邻接两个 6度顶点，设为“， ．此时 ， 向 转移差值 ，且 “， 的邻点(异 

于 )向z转移差值筹×丢． 
规则 2 对 ( )一3( (z)一5)的点，设 z的3个邻点分别为 ， ，73。，且 d(v )=5，此时 向z转 

移差值0， 的邻点除 外向z转移差值等×{， z， 。向 转移差值 d,O． O O O 

规则 3 对 (z)一3( (z)=6)．设 z的3个邻点分别为 ， ， ，且 最多关联两个小于5度的点． 

此时 。向z转移差值 × ， ， 向z转移差值等．J表示与 点所邻接3，4度的顶点个数之和． b ， O 

规则 4 对 (z)一4，则 z从与z相邻接的6度z ,p 上-r 修 23且(△一2)度邻点的邻点向z转移差值 

x ． 
．  

规则5 对 (z)一5，则z从与其相邻接的6度点上转移去即可· 

下面按照顶点的度数分别进行讨论．文中 (z)： ( )一 ，为经过差值转移后所得到新值． 

情形 1 对 ( )一 2的点 

设 z是一个 2度顶点，z邻接 2个 6度顶点，设为 。，V。．由引理 2及本文所限定的条件，U邻接 4个不同 

于 的 6度顶点 ， 同样如此 ，根据规则 1 ，有 (z)三三三c( )+ 23×2+2×5× ×
百
1

一  
5 三三=o

． 

情形 2 对 (z)===3的点． 

若 ( )一5，设 3个邻点为 ， 。， ，则由引理 2， ，V。邻点度数(除 z外)均 5且 t有 5个不同于 

的 6度顶点，由规则 2 知： (z)三三=f(z)+ 23×2+ 23×百1×5 0
． 

若 ( )===6，则由引理 3，z邻接的 3个 6度顶点中至少有 2个其邻点(除 外)度数均大于等于 5，这两 

个6度顶点均向．z转移差值鬈， 的另一个邻点至少向 转移差值嚣× 1，所以由规则3 
(z)三三三c(z)+ 23×2+ 23× 1 一 57三三三0

．  

情形 3 对 d( )一 4的点． 

若 (z)一4，由引理 2知，z的其他邻点均为 7度，且z邻点的邻点为 7度，规则 3 知： 

(1z)一 c(z)+ 23× 
一  
2O3 o

D 

． (1z)一 c(z)+ × 一 ． 
厶 1 o 

若 ( )一5，则z要么邻接 1个5度点，要么邻接2个 5度点．对于这两种情况都至少有两个6度点，则： 

( )一 c(z)+ 23× 2
一  
17三三三0

．  

厶 U  U  

情形 4 对 (z)一 5的点． 

每个 z至少邻接两个 6度点，则由规则 5 可知： (z)一c(z)+ ×2—0· 

情形 5 对 ( )一 6的点． 

若 (z)===2，由引理 2知 ，z的其他邻点均为 6度点 ，且与 距离为 2的点的度数均 5，规则 1 ，向它 

的 2度邻点转移 ，则： (z)一 c(z)一 "Z5—0 0
． 

b O 

若 (．z)一3，4，由规则 3 和 4 ， 至多向它的邻点转移差值 ，则 (z)一c(z)一 一。三三三o． 
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若 ( )一5，由规则5 ，z至多向它的邻点转移差值鬈，则 (z)一c(z)一 23—0三三=o． 
． 通过以上验证可知，对于 6一临界图(不含三圈)的任意顶点 ，通过差值转移规则，都可以得到 (z)三三= 

0，结论成立． 

3 结 论 

临界图具有很多邻接性质，运用差值转移的方法得到边染色 5一临界图和 6一临界图(不含三圈)边数的 

下界分别为m 和优 ，比目前最好的结果 三三= 和m 33 分别提高了 和壶 ．所 
得结论更接近 Vizing猜想⋯ ，更有意义． 
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The New Size of Edge Chromatic Critical Graphs 

LI W eiqi，MIAO Lianying，QI Linming 

(School of Mathematics，China University of Mining and Technology，Xuzhou 221000，China) 

Abstract：In 1968，Vizing proposed the following conjecture：If G一 ( ，E)is a critical graph of ordernand sizem，then 

m三三三÷[(△一1) +3]．Based on s。me lemmas on critica1 graphs and the discharging meth。d，a new l。wer bound f0r the size。f 
edge chromatic critical graphs with maximum degree 5 and 6 are given． 

Keywords：critical graphs；degree；the size of edge 


