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2-D离散时滞系统的新时滞相关稳定性准则
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摘 要:研究了具有时变时滞的二维(two-dimensional,2-D)离散系统的时滞相关稳定性问题.所创建的Lya-

punov-Krasovskii泛函(Lyapunov-Krasovskiifunctionals,LKFs)考虑在二次项和单项求和项中引入时滞相关矩阵,

包含了更多的状态信息.同时在单项求和项中引入增广向量矩阵,并给出适用于2-D系统的多重辅助函数不等式和

互凸组合不等式,用于处理LKFs差分,以便降低计算负担.然后,为具有时变时滞的2-D离散系统推导出保守性更

小的稳定性准则.通过两个数值算例验证了所设计方法的有效性和优越性.
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二维(2-D)系统通常被视为有两个独立的自变量.由于其在自动控制、迭代学习控制、多维数字滤波器等

多个学科和工程领域发挥着重要作用,2-D离散系统越来越受到关注[1-2].因此,许多学者对2-D离散系统进

行了广泛研究,并取得了许多成果[3].
众所周知,在很多实际系统中,时滞都是不可避免的,例如通信系统,电力系统,网络传输系统[4-6].所以

时滞是现实生活以及实际工程系统中有待解决的问题[7-11].时滞的存在,一方面使系统的动态性能变差,甚
至造成系统的不稳定.另一方面,在一些控制系统中,人们可以利用时滞来提高控制效果,比如在重复控制系

统中,需要利用时滞来达到预期目标[12-15].为了更好地利用时滞解决实际问题,避免其不良后果,有必要从

理论角度更加深入地分析和理解时滞对动态系统的影响.
由于离散系统更适用于实际生活而逐渐受到更多的关注,离散系统的稳定性也因此成为一个热门话题.

因此,针对1-D离散系统中LKFs的设计方面已经得到突破[16-23].文献[24]构建了一个新的LKFs,其中包

含两个时滞相关矩阵,一个具有单项求和项,另一个具有二次项,用来研究离散时滞系统的稳定性.但是,由
于2-D系统的结构,即信息传播发生在两个独立的方向上,选取的LKFs通常导致系统的保守性较大[25].目
前对于2-D离散系统的研究,文献[26]采用LKFs方法研究了2-D连续离散系统的有限区域耗散控制问题.
文献[27]给出了2-D离散系统的稳定性准则,其中LKFs是使用LMIs的区间时变时滞结合时滞分区的方

法所设计.文献[28]研究了基于时滞分区的LKFs来分析2-D离散系统的时滞相关稳定性问题.文献[29]构
建的增广LKFs充分利用了时滞变化的信息.以上针对1-D离散系统研究的文献都在LKFs的构造中进行

了创新,同时考虑到了更多的状态信息.然而,到目前为止,还没有关于在2-D离散系统中将时滞相关技术扩

展到LKFs求和项的文章.基于上述分析,本文的主要创新点如下:
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1)建立具有时变时滞的2-D 离散系统模型,将时滞相关矩阵 P1(d1(i)),P2(d2(j)),Q1(d1(i)),

Q2(d2(j))和增广向量矩阵ξk(i,j)(k=1,2,3,4)分别添加到二次项和单项求和项中,同时所创建的LKFs

还包含三重求和项,例如V5= ∑
-d1m-1

s= -d1M
∑

-d1m-1

u=s
∑
-1

ν=u
yT(i+ν,j)R1y(i+ν,j)(与水平方向相关),这包含了有关时

滞上界和下界的更多信息,从而得到保守性更小的稳定性准则和较大的时滞上界.
2)新的2-D加权求和不等式应用于LKFs前向差分中有限和项的处理,加权不等式的存在简化了计算

过程,降低了系统稳定性准则的计算负担,同时促进了2-D系统理论的发展.然后根据LMIs推导出新的时

滞相关稳定性准则.与参考文献中时滞相关的稳定性结果相比,本文推导的结果利用的决策变量的数目更

少,并且适用于更广泛的时滞范围.

1 模型描述

考虑2-D离散时变时滞系统,如下:

x(i+1,j+1)=A1x(i,j+1)+A2x(i+1,j)+A1dx(i-d1(i),j+1)+
A2dx(i+1,j-d2(j)), (1)

其中x(i,j)∈Rn 是状态向量,i,j∈N.A1,A2,A1d 和A2d 是具有适当维度的常量矩阵.d1(i)和d2(j)分别

是水平和竖直方向上的时变时滞,分别满足:

0<d1m ⩽d1(i)⩽d1M,0<d2m ⩽d2(j)⩽d2M,

μ1m ⩽Δd1(i)=d1(i+1)-d1(i)⩽μ1M,μ2m ⩽Δd2(j)=d2(j+1)-d2(j)⩽μ2M, (2)
其中d1m,d2m,d1M 和d2M 是常量正整数,表示时滞边界,μ1m,μ2m,μ1M 和μ2M 是常量整数,表示时滞变化范

围.边界条件假定为:

x(i,j)=φi,j,∀0⩽i⩽r1,j=-d2M,-d2M +1,…,0,

x(i,j)=0,∀i>r1,j=-d2M,-d2M +1,…,0,

x(i,j)=ψi,j,∀0⩽j⩽r2,i=-d1M,-d1M +1,…0,

x(i,j)=0,∀j>r2,i=-d1M,-d1M +1,…,0,

φ0,0=ψ0,0,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(3)

其中r1 和r2 是正整数.
鉴于上述形式,本文旨在找到新的稳定性准则保证系统(1)稳定.为了推导出本文结果,提供了适用于

2-D系统的多重辅助函数不等式[30]以及互凸组合不等式[31].
引理1[30] 对于给定的正定n×n 矩阵R,3个给定的非负整数a,b,k 满足a<b⩽k,一个向量函数

x(·)∈Rn 并且表示y(s,j)=x(s+1,j)-x(s,j),y(i,s)=x(i+1,s)-x(i,s),有:

1)∑
-a-1

s= -b
yT(s,1)Ry(s,1)⩾

1
b-a

(Ω0
a,b)TR(Ω0

a,b)+
3

b-a
(Ω1

a,b)TR(Ω1
a,b)+

5
b-a

(Ω2
a,b)TR(Ω2

a,b),

2)∑
-a-1

s= -b
∑
-a-1

u=s
yT(u,1)Ry(u,1)⩾2(Ω3

a,b)TR(Ω3
a,b)+4(Ω4

a,b)TR(Ω4
a,b),

(4)

其中

Ω0
a,b =x(-a,1)-x(-b,1),Ω1

a,b =x(-a,1)+x(-b,1)-
2

b-a+1∑
-a

u= -b
x(u,1),    

Ω2
a,b =x(-a,1)-x(-b,1)+

6
b-a+1∑

-a

u= -b
x(u,1)-

12
(b-a+1)(b-a+2)∑

-a

s= -b
∑
-a

u=s
x(u,1),

Ω3
a,b =x(-a,1)-

1
b-a+1∑

-a

u= -b
x(u,1),

Ω4
a,b =x(-a,1)+

2
b-a+1∑

-a

u= -b
x(u,1)-

6
(b-a+1)(b-a+2)∑

-a

s= -b
∑
-a

u=s
x(u,1).

  引理2[31] 对于任何向量ξ∈Rmx,矩阵R1,R2∈Snx
+
,S∈Rnx×nx,W1,W2∈Rnx×mx 和实标量α>0,
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β>0满足α+β=1,满足以下不等式:

1
αξTWT

1R1W1ξ+
1
β
ξTWT

2R2W2ξ⩾ξT
W1

W2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T R1 S
ST R2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

W1

W2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úξ, (5)

满足
R1 S
ST R2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ⩾0.

2 稳定性分析

本节给出了使用增广LKFs推导出的新稳定性准则.新型LKFs的形式如下:

V=V+V̂=∑
5

k=1

Vk +∑
5

k=1
V̂k, (6)

其中V1=ξT
1P1(d1(i))ξ1,V2 =d1 ∑

-d1m+1

s= -d1M
ξT
3(i+s,j)Q1(d1(i))ξ3(i+s,j),V3 =d1 ∑

-1

s= -d1M
∑
-1

u=s
yT(i+

u,j)Q3y(i+u,j),V4= ∑
-1

s= -d1M
∑
-1

u=s
∑
-1

ν=u
yT(i+ν,j)S1y(i+ν,j),V5= ∑

-d1m-1

s= -d1M
∑

-d1m-1

u=s
∑
-1

ν=u
yT(i+ν,j)R1y(i+

ν,j),̂V1=ξT
2P2(d2(j))ξ2,̂V2=d2 ∑

-d2m+1

s= -d2M
ξT
4(i,j+s)Q2(d2(j))ξ4(i,j+s),̂V3=d2 ∑

-1

s= -d2M
∑
-1

u=s
yT(i,j+

u)Q4y(i,j+u),̂V4= ∑
-1

s= -d2M
∑
-1

u=s
∑
-1

ν=u
yT(i,j+ν)S2y(i,j+ν),̂V5= ∑

-d2m-1

s= -d2M
∑

-d2m-1

u=s
∑
-1

ν=u
yT(i,j+ν)R2y(i,j+

ν),以及

ξ1(i,j)=[x
T(i,j) xT(i-d1(i),j) ∑

-1

s= -d1m

]xT(i+s,j) ∑
-1

s= -d1m
∑
-1

u=s
xT(i+u,j)]T,  

ξ2(i,j)=[x
T(i,j) xT(i,j-d2(i)) ∑

-1

s= -d2m

]xT(i,j+s) ∑
-1

s= -d2m
∑
-1

u=s
xT(i,j+u)]T,

ξ3(s,j)=[y(s,j) x(s,j) ∑
-d1m-1

u=s
y(u,j)]T,ξ4(i,s)=[y(i,s) x(i,s) ∑

-d2m-1

u=s
y(i,u)]T.

  本文的创新之处是在创建 LKFs(6)时,常数矩阵P1,P2 和 Q1,Q2 被时滞相关矩阵P1(d1(i)),

P2(d2(j))和Q1(d1(i)),Q2(d2(j))所替代,这些矩阵包含更多的时变时滞信息.另一方面,增广向量矩阵

ξ1(i,j),ξ2(i,j),ξ3(i,j),ξ4(i,j)被添加到单项求和项中.受文献[24]中结果的启发,二次项中的时滞相

关矩阵P1(d1(i)),P2(d2(j)),Q1(d1(i))和Q(d2(j))构造如下形式:

P1(d1(i))=
(d1M -d1(i))P1

11(i,0)+(d1(i)-d1m)P2
11(i,0) P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,

P2(d2(j))=
(d2M -d2(j))P1

11(0,j)+(d2(j)-d2m)P2
11(0,j) P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(7)

Q1(d1(i))=
(d1(i)-d1m)Q1

11(i,0)+(d1M -d1(i))Q2
11(i,0)+Q10 Q12

* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,

Q2(d2(j))=
(d2(j)-d2m)Q1

11(0,j)+(d2M -d2(j))Q2
11(0,j)+Q10 Q12

* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(8)

需要以下表示以便推导出结果:

α1=
d1(i)-d1m

d1

,β1=
d1M -d1(i)

d1

,μ1=max{|μ1m|,|μ1M |},νa,b =
1

b-a+1∑
-a

s= -b
x(s,1),
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α2=
d2(j)-d2m

d2

,β2=
d2M -d2(j)

d2

,μ2=max{|μ2m|,|μ2M |},̂νa,b =
1

b-a+1∑
-a

s= -b
x(1,s),

σa,b =
1

(b-a+1)(b-a+2)∑
-a

s= -b
∑
-a

u=s
x(s,1),d1=d1M -d1m,Rl =diag{Rl,Rl,Rl},l=1,2,

σ̂a,b =
1

(b-a+1)(b-a+2)∑
-a

s= -b
∑
-a

u=s
x(1,s),d2=d2M -d2m,Sk =diag{Sk,Sk,Sk},k=1,2,

ei=[0n×(i-1)n In 0n×(32-i)n
],i=1,2,…,32,es =A1eT

1 +A2eT
2 +A3deT

3 +A4deT
4,

ζ=col{x0,1,x1,0,x-d1(i),1
,x1,-d2(j)

,x-d1m,1
,x1,-d2m

,x-d1M,1
,x1,-d2M

,x-d1m+1,1
,x1,-d2m+1

,x-d1M+1,1
,x1,-d1M+1

,

Δx-d1(i),1
,Δx1,-d2(j)

,Δx0,1,Δx1,0,ν0,d1m ,̂ν0,d2m,σ0,d1m ,̂σ0,d2m,νd1(i),d1M
,̂νd2(j),d2M

,νd1m,d1(i)
,̂νd2m,d2(j)

,

σd1(i),d1M
,̂σd2(j),d2M

,σd1m,d1(i)
,̂σd2m,d2(j)

,ν0,d1M ,̂ν0,d2M,σ0,d1M ,̂σ0,d2M},

Π0=[eT
s e

T
3 +eT

13 (d1m +1)eT
17-eT

5 (d1m +1)(d1m +2)eT
19-(d1m +1)eT

5]
T,ρ1=e9-e5,

Π3=[eT
s e

T
4 +eT

14 (d2m +1)eT
18-eT

6 (d2m +1)(d2m +2)eT
20-(d1m +1)eT

6]
T,ρ2=e10-e6,

Π1=[eT
1 e

T
3 (d1m +1)eT

17-eT
1 (d1m +1)(d1m +2)eT

19-(d1m +1)eT
1]

T,ρ13=es -e1,

Π4=[eT
2 e

T
4 (d2m +1)eT

18-eT
2 (d2m +1)(d2m +2)eT

20-(d2m +1)eT
2]

T,ρ14=es -e2,

Π2=[eT
s -eT

1 e
T
13 e

T
1 -eT

5 (d1m +1)eT
1 -(d1m +1)eT

5]
T,Π7=[eT

11-eT
7 e

T
7 e

T
5 -eT

7]
T,

Π5=[eT
s -eT

2 e
T
14 e

T
2 -eT

6 (d2m +1)eT
2 -(d2m +1)eT

6]
T,Π11=[eT

12-eT
8 e

T
8e

T
6 -eT

8]
T,

Π9=[eT
9 -eT

11 (d1M -d1(i)+1)eT
21+(d1(i)-d1m +1)eT

23-eT
3 -eT

7 d1eT
5 -(d1M -

d1(i)+1)eT
21-(d1(i)-d1m +1)eT

23+eT
3 +eT

7]
T,ρ15=[ρ

T
5 ρ

T
3]

T,

Π13=[eT
10-eT

12 (d2M -d2(j)+1)eT
22+(d2(j)-d1m +1)eT

24-eT
4 -eT

8 d2eT
6 -(d2M -

d2(j)+1)eT
22-(d2(j)-d1m +1)eT

24+eT
4 +eT

8]
T,ρ16=[ρ

T
6 ρ

T
4]

T,

ρ3=[eT
3 -eT

7 3(eT
3 +eT

7 -2eT
21) 5(eT

3 -eT
7 +6eT

21-12e
T
25)]

T,Π6=[eT
9 -eT

5 e
T
5 0]

T,

ρ4=[eT
4 -eT

8 3(eT
4 +eT

8 -2eT
22) 5(eT

4 -eT
8 +6eT

22-12e
T
26)]

T,Π10=[eT
10-eT

6 e
T
6 0]

T,

ρ5=[eT
5 -eT

3 3(eT
5 +eT

3 -2eT
23) 5(eT

5 -eT
3 +6eT

23-12e
T
27)]

T,Π8=[0 0 eT
9 -eT

5]
T,

ρ6=[eT
6 -eT

4 3(eT
6 +eT

4 -2eT
24) 5(eT

6 -eT
4 +6eT

24-12e
T
28)]

T,Π12=[0 0 eT
10-eT

6]
T,

ρ7=[2(eT
1 -eT

29) 2(e
T
1 +2eT

29-6e
T
31)]

T,ρ9=[2(eT
3 -eT

21) 2(e
T
3 +2eT

21-6e
T
25)]

T,

ρ8=[2(eT
2 -eT

30) 2(e
T
2 +2eT

30-6e
T
32)]

T,ρ10=[2(eT
4 -eT

22) 2(e
T
4 +2eT

22-6e
T
26)]

T,

ρ11=[2(eT
5 -eT

23) 2(e
T
5 +2eT

23-6e
T
27)]

T,ρ12=[2(eT
6 -eT

24) 2(e
T
6 +2eT

24-6e
T
28)]

T,

Qj
11=diag{Q

j
11,Q

j
11,Q

j
11},j=1,2,Ni=diag{Ni,Ni,Ni},i=1,2,

θ1(Δd1(i))=
N1 X1

* N1

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,Ξ1(Δd1(i))=

Q1
11 X3

* Q1
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
,Ξ2(Δd1(i))=

Q2
11 X4

* Q2
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
,

θ2(Δd2(j))=
N2 X2

* N2

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,Ξ3(Δd2(j))=

Q1
11 X5

* Q1
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
,Ξ4(Δd2(j))=

Q2
11 X6

* Q2
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
.

  以下定理是本文推导出的2-D离散时变时滞系统(1)的新稳定性准则.
定理1 系统(1)是渐近稳定的,如果存在4个4n×4n 矩阵P1

11(Δd1(i))>0,P2
11(Δd1(i))>0,

P1
11(Δd2(j))>0,P2

11(Δd2(j))>0,1个4n×2n矩阵P12,1个2n×2n矩阵P22>0,5个n×n对称矩阵

Q1
11(Δd1(i)),Q2

11(Δd1(i)),Q1
11(Δd2(j)),Q2

11(Δd2(j))和Q10,1个n×2n矩阵Q12,1个2n×2n矩阵满足

Q22 >0,6个n×n 矩阵Q3 >0,Q4 >0,S1 >0,S2 >0,R1 >0以及R2 >0,6个3n×3n 对称矩阵X1,

i=1,2,…,6,使得以下LMIs成立:
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d1P
i
11 P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
>0,

d1Q
i
11Q10 Q12

* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
>0,

d2P
i
11 P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
>0,

d2Q
i
11Q10 Q12

* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
>0,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

 i=1,2, (9)

N-
1∶=Q3-(μ1Q1

11(Δd1(i))+μ1Q2
11(Δd1(j)))>0,

N-
2∶=Q4-(μ2Q1

11(Δd2(i))+μ2Q2
11(Δd2(j)))>0,{ (10)

N1+R1 X1

* N1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
⩾0,

Q1
11 X3

* Q1
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
⩾0,

Q1
11 X5

* Q1
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
⩾0,

N2+R2 X2

* N2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
⩾0,

Q2
11 X4

* Q2
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
⩾0,

Q2
11 X6

* Q2
11

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
⩾0,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(11)

Ψ(Δd1(i),Δd2(j))<0,∀(Δd1(i),Δd2(j))∈ {μ1m,μ1M}×{μ2m,μ2M}, (12)
其中

Ψ(Δd1(i),Δd2(j))=Ψ1(Δd1(i),Δd2(j))-Ψ2(Δd1(i),Δd2(j)),

Ψ1(Δd1(i),Δd2(j))=ξT{Δd1(i)∏
T

0
(-P1

11+P2
11)∏0+Δd2(j)∏

T

3
(-P1

11+P2
11)∏3

+

∏
T

2
P1∏2

+d1Δd1(i)ρ
T
1(Q

1
11-Q2

11)ρ1+d1∏
T

6
Q1(d1(i))∏6

-d2∏
T

11
Q2(d2(j))∏11

+

∏
T

5
P2∏5

+d2Δd2(j)ρ
T
2(Q

1
11-Q2

11)ρ2+d2∏
T

10
Q2(d2(j))∏10

-d1∏
T

7
Q1(d1(i))∏7

+

d2
1∏

T

8
Q1(d1(i))∏8

+d2
2ρ
T
14Q4ρ14+

d1M(d1M +1)
2 ρ

T
13S1Ρ13+

d1(d1+1)
2 eT

15R1e15+

d2
2∏

T

12
Q2(d2(j))∏12

+d2
1ρ
T
12Q3ρ12+

d2M(d2M +1)
2 ρ

T
14S2ρ14+

d2(d2+1)
2 eT

16R2e16+

sym(∏
T

1
P1∏2

+∏
T

4
P2∏5

+d1∏
T

9
Q(d1(i))∏8

+d2∏
T

13
Q(d2(j))∏13

)}ξ,

Ψ2(Δd1(i),Δd2(j))=ρ
T
7
S1ρ7+ρ

T
8
S2ρ8+ρ

T
9
R1ρ9+ρ

T
10
R2ρ10+ρ

T
11
R1ρ11+ρ

T
12
S2ρ12+

ρ
T
15(Q1(Δd1(i))+(μ1-Δd1(i))Ξ1(Δd1(i))+(μ1+Δd1(i))Ξ2(Δd1(i))ρ15+

ρ
T
16(Q2(Δd2(i))+(μ2-Δd2(i))Ξ3(Δd2(i))+(μ2+Δd2(i))Ξ4(Δd2(i))ρ16.

  证明 考虑LKF(6)与4个时滞相关矩阵P1(d1(i)),P2(d2(j)),Q1(d1(i))和Q2(d2(j))被表示如式

(7)和(8).通过计算,矩阵P1(d1(i)),P2(d2(j)),P1(d1(i+1)),P2(d2(j+1)),Q1(d1(i)),Q2(d2(j)),

Q1(d1(i+1))和Q2(d2(j+1))可重新表示如下:

P1(d1(i))=
1
d1

(d1M -d1(i))
d1P

1
11(i,0) P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+(d1(i)-d1m)

d1P
2
11(i,0) P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ },

P2(d2(j))=
1
d2

(d2M -d2(i))
d2P

1
11(0,j) P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+(d2(j)-d2m)

d2P
2
11(0,j) P12

* P22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ },

Q1(d1(i))=
1
d1
(d1M -d1(i))

d1Q
1
11(i,0)+Q10 Q12
* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+(d1(i)-d1m)

d1Q
2
11(i,0)+Q10 Q12
* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ },

Q2(d2(j))=
1
d2
(d2M -d2(j))

d2Q
1
11(0,j)+Q10 Q12
* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+(d2(j)-d2m)

d2Q
2
11(0,j)+Q10 Q12
* Q22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ },

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(13)
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P1(d1(i+1))=
Δd1(i)(-P1

11(i,0)+P2
11(i,0)) 04n×2n

04n×2n 02n×2n

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+P1(d1(i)),

P2(d2(j+1))=
Δd2(j)(-P1

11(0,j)+P2
11(0,j)) 04n×2n

04n×2n 02n×2n

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+P2(d2(j)),

Q1(d1(i+1))=
Δd1(i)(Q1

11(i,0)-Q2
11(i,0)) 0n×2n

02n×n 02n×2n

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+Q1(d1(i)),

Q2(d2(j+1))=
Δd2(j)(Q1

11(0,j)-Q2
11(0,j)) 0n×2n

02n×n 02n×2n

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
+Q2(d2(j)),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(14)

通过使用式(14)、(20)和(21),得到了P(d1(i))>0,P(d2(j))>0,Q1(d1(i))>0和Q2(d2(j))>0,这
意味着存在一个正数λ1 >0,能够使得

V ⩾λ1‖x(i,j)‖2 >0,i=1,2,…,j=1,2,…, (15)
根据V 作前向差分,ΔV(i,j)=V(i+1,j+1)-V(i,j),可得到:

ΔV1=ζT{Δd1(i)∏
T

0
(-P1

11(i,0)+P2
11(i,0))∏0+∏

T

2P1∏2+sym(∏
T

1P1∏2
)}ζ,

ΔV2=ζT{d1Δd1(i)ρT
1(Q1

11-Q2
11)ρ1+d1∏

T

6Q1(d1(i))∏6-d1∏
T

7Q1(d1(i))∏7+

d2
1∏

T

8Q1(d1(i))∏8+sym(d1∏
T

9Q1(d1(i))∏8
)}ζ+

d1Δd1(i) ∑
-d1m

s= -d1M+1
yT(s,1)(Q1

11(i,0)-Q2
11(i,0))y(s,1),

ΔV3=d2
1yT(0,1)Q3y(0,1)-d1 ∑

-d1m-1

s= -d1M
yT(s,1)Q3y(s,1),

ΔV4=
d1M(d1M +1)

2 yT(0,1)S1y(0,1)- ∑
-1

s= -d1M
∑
-1

u=s
yT(u,1)S1y(u,1),

ΔV5=
d1(d1+1)

2 yT(0,1)R1y(0,1)- ∑
-d1(i)-1

s= -d1M
∑

-d1(i)-1

u=s
yT(u,1)R1y(u,1)-

(d1M -d1(i)) ∑
-d1m-1

u= -d1(i)
yT(u,1)R1y(u,1)- ∑

-d1m-1

s= -d1(i)
∑

-d1m-1

u=s
yT(u,1)R1y(u,1).

使用类似的方法处理 Δ̂V,得到:

Δ̂V1=ζT{Δd2(j)∏
T

3
(-P1

11(0,j)+P2
11(0,j))∏3+∏

T

5P2∏5+sym(∏
T

4P2∏5
)}ζ,

Δ̂V2=ζT{d2Δd2(j)ρT
2(Q1

11-Q2
11)ρ2+d2∏

T

10Q2∏10-d2∏
T

11Q2∏11+d
2
2∏

T

12Q2∏12+

sym(d2∏
T

13Q2∏13
)}ζ+d2Δd2(j) ∑

-d1m-1

s= -d1M+1
yT(1,s)(Q1

11(0,j)-Q2
11(0,j))y(1,s),

Δ̂V3=d2
2yT(1,0)Q4y(1,0)-d2 ∑

-d2m-1

s= -d2M
yT(1,s)Q4y(1,s),

Δ̂V4=
d2M(d2M +1)

2 yT(1,0)S2y(1,0)- ∑
-1

s= -d2M
∑
-1

u=s
yT(1,u)S2y(1,u),

Δ̂V5=
d2(d2+1)

2 yT(1,0)R2y(1,0)- ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
∑

-d2(j)-1

u=s
yT(1,u)R2y(1,u)-

(d2M -d2(j)) ∑
-d2m-1

u= -d2(j)
yT(1,u)R2y(1,u)- ∑

-d2m-1

s= -d2(j)
∑

-d2m-1

u=s
yT(1,u)R2y(1,u).

根据N1∶=Q3-(μ1Q1
11+μ1Q2

11),N2∶=Q4-(μ2Q1
11+μ2Q2

11),ΔV3,Δ̂V3 中的第2个积分项就可表示为:
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-d1 ∑
-d1m-1

s= -d1M
yT(s,1)Q3y(s,1)=-d1 ∑

-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)N1y(s,1)-d1 ∑

-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)N1y(s,1)-

μ1d1 ∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)Q1

11y(s,1)-μ1d1 ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)Q1

11y(s,1)-

μ1d1 ∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)Q2

11y(s,1)-μ1d1 ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)Q2

11y(s,1),

-d2 ∑
-d2m-1

s= -d2M
yT(1,s)Q4y(1,s)=-d2 ∑

-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)N2y(1,s)-d2 ∑

-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)N2y(1,s)-

μ2d2 ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)Q1

11y(1,s)-μ2d2 ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)Q1

11y(1,s)-

μ2d2 ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)Q2

11y(1,s)-μ2d2 ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)Q2

11y(1,s).

因此,就得到:

ΔV=ζTΨ1[Δd1(i),Δd2(j)]ζ-d1 ∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)N1y(s,1)-d2 ∑

-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)N2y(1,s)-

d1 ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)N1y(s,1)-d1(μ1-Δd1(i))∑

-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)Q1

11y(1,s)-

d2 ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)N2y(1,s)-d1(μ1-Δd1(i)) ∑

-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)Q1

11y(s,1)-

d1(μ1+Δd1(i))∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)Q2

11y(s,1)-(d2M -d2(j)) ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)R2y(1,s)-

d2(μ2-Δd2(j)) ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)Q1

11y(1,s)-(d1M -d1(i)) ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)R1y(s,1)-

d2(μ2+Δd2(j)) ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)Q2

11y(1,s)- ∑
-1

s= -d2M
∑
-1

u=s
yT(1,u)S2y(1,u)-

d2(μ2+Δd2(j)) ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)Q2

11y(1,s)- ∑
-1

s= -d1M
∑
-1

u=s
yT(u,1)S1y(u,1)-

∑
-d1(i)-1

s= -d1M
∑

-d1(i)-1

u=s
yT(u,1)R1y(u,1)-d1(μ1+Δd1(i)) ∑

-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)Q2

11y(s,1)-

∑
-d2(j)-1

s= -d2M
∑

-d2(j)-1

u=s
yT(1,u)R2y(1,u)-d2(μ2+Δd2(j)) ∑

-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)Q1

11y(1,s)-

∑
-d1m-1

s= -d1(i)
∑

-d1m-1

u=s
yT(u,1)R1y(u,1)- ∑

-d2m-1

s= -d2(j)
∑

-d2m-1

u=s
yT(1,u)R2y(1,u).

由于Q1
11(i,0)>0,Q

2
11(i,0)>0,Q

1
11(0,j)>0,Si>0,Ri>0,i=1,2和N1>0,N2>0,通过使用α1,

α2,β1,β2,可得到:

-d1 ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)N1y(s,1)⩽-

1
α1

ζT{ρ
T
5
N1ρ5}ζ,-d2 ∑

-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)N2y(1,s)⩽-

1
α2

ζT{ρ
T
6
N2ρ6}ζ,

-d1 ∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)N1y(s,1)⩽-

1
β1

ζT{ρ
T
3
N1ρ3}ζ,-d2 ∑

-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)N2y(1,s)⩽-

1
β2

ζT{ρ
T
4
N2ρ4}ζ,

∑
-1

s= -d1M
∑
-1

u=s
yT(u,1)S1y(u,1)⩽ζT{-ρ

T
7
S1ρ7}ζ,∑

-1

s= -d2M
∑
-1

u=s
yT(1,u)S1y(1,u)⩽ζT{-ρ

T
8
S2ρ8}ζ,

65 河南师范大学学报(自然科学版)                2024年



∑
-d1(i)-1

s= -d1M
∑

-d1(i)-1

u=s
yT(u,1)R1y(u,1)⩽ζT{-ρ

T
9
R1ρ9}ζ,∑

-d2(j)-1

s= -d2M
∑

-d2(j)-1

u=s
yT(1,u)R2y(1,u)⩽ζT{-ρ

T
10
R2ρ10}ζ,

∑
-d1m-1

s= -d1(i)
∑

-d1m-1

u=s
yT(u,1)R1y(u,1)⩽ζT{-ρ

T
11
R1ρ11}ζ,∑

-d2m-1

s= -d2(j)
∑

-d2m-1

u=s
yT(1,u)R2y(1,u)⩽ζT{-ρ

T
12
R2ρ12}ζ,

-(d1M -d1(i)) ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)R1y(s,1)⩽-(

1
α1

-1)ζT{ρ
T
5
R1ρ5}ζ,

-(d2M -d2(j)) ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)R2y(1,s)⩽-(

1
α2

-1)ζT{ρ
T
6
R2ρ6}ζ,

-d1(μ1-Δd1(i))∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)Q1

11y(s,1)⩽-(μ1-Δd1(i))
1
β1

ζT{ρ
T
3
Q1
11ρ3}ζ,

-d1(μ1+Δd1(i))∑
-d1(i)-1

s= -d1M
yT(s,1)Q2

11y(s,1)⩽-(μ1+Δd1(i))
1
β1

ζT{ρ
T
3
Q2
11ρ3}ζ,

-d2(μ2-Δd2(j)) ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)Q1

11y(1,s)⩽-(μ2-Δd2(j))
1
β2

ζT{ρ
T
4
Q1
11ρ4}ζ,

-d1(μ1+Δd1(i)) ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)Q1

11y(s,1)⩽-(μ1-Δd1(i))
1
α1

ζT{ρ
T
5
Q1
11ρ5}ζ,

-d1(μ1-Δd1(i)) ∑
-d1m-1

s= -d1(i)
yT(s,1)Q2

11y(s,1)⩽-(μ1+Δd1(i))
1
α1

ζT{ρ
T
5
Q2
11ρ5}ζ,

-d2(μ2-Δd2(j)) ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)Q1

11y(1,s)⩽-(μ2-Δd2(j))
1
α2

ζT{ρ
T
6
Q1
11ρ6}ζ,

-d2(μ2+Δd2(j)) ∑
-d2m-1

s= -d2(j)
yT(1,s)Q2

11y(1,s)⩽-(μ2+Δd2(j))
1
α2

ζT{ρ
T
6
Q2
11ρ6}ζ,

-d2(μ2+Δd2(j)) ∑
-d2(j)-1

s= -d2M
yT(1,s)Q2

11y(1,s)⩽-(μ2+Δd2(j))
1
β2

ζT{ρ
T
4
Q2
11ρ4}ζ,

根据(10)和(11),通过使用引理2,就可得到以下6个估计不等式:

-
1
α1

ζT{ρ
T
5
N1ρ5}ζ-

1
β1

ζT{ρ
T
3
N1ρ3}ζ-(

1
α1

-1)ζT{ρ
T
5
R1ρ5}ζ⩽ζT{-ρ

T
15θ1ρ15}ζ,

-
1
α2

ζT{ρ
T
6
N2ρ6}ζ-

1
β2

ζT{ρ
T
4
N2ρ4}ζ-(

1
α2

-1)ζT{ρ
T
6
R2ρ6}ζ⩽ζT{-ρ

T
16θ2ρ16}ζ,

-(μ1-Δd1(i))ζT{1
α1

ρ
T
5
Q1
11(i,0)ρ5+

1
β1

ρ
T
3
Q1
11(i,0)ρ3}ζ⩽ζT{-ρ

T
15Ξ1ρ15}ζ,

-(μ1+Δd1(i))ζT{1
α1

ρ
T
5
Q2
11(i,0)ρ5+

1
β1

ρ
T
3
Q2
11(i,0)ρ3}ζ⩽ζT{-ρ

T
15Ξ2ρ15}ζ,

-(μ2-Δd2(j))ζT{1
α2

ρ
T
6
Q1
11(0,j)ρ6+

1
β2

ρ
T
4
Q1
11(0,j)ρ4}ζ⩽ζT{-ρ

T
16Ξ3ρ16}ζ,

-(μ2+Δd2(j))ζT{1
α2

ρ
T
6
Q2
11(0,j)ρ6+

1
β2

ρ
T
4
Q2
11(0,j)ρ4}ζ⩽ζT{-ρ

T
16Ξ4ρ16}ζ,

(16)

综上所述,就获得V ⩽ζTΨ(d1(i),d2(j))ζ.证明系统是渐近稳定的,证毕.
推论1 对于LKFs(6)不使用时滞相关矩阵的情况,通过设置P1

11=P2
11 和Q1

11=Q2
11=0,即4个矩阵

P1(d1(i)),P2(d2(j)),Q1(d1(i))和Q2(d2(j))被简化为4个常数矩阵P1,P2,Q1 和Q2,根据定理1,就得

到不使用时滞相关矩阵的系统稳定性准则:系统是渐近稳定的,如果存在2个6n ×6n 矩阵Pi =

diP1
11 P12

* P22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú >0,i=1,2,2个3n×3n矩阵Qi=

Q10 Q12

* Q22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú >0,i=1,2,6个n×n矩阵Q3>0,Q4>0,
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S1 >0,S2>0,R1>0,R2>0,2个3n×3n对称矩阵X1,X2,使得以下LMIs(9)和(10)满足Q1
11=Q2

11=0,
并且Q1(d1(i)),Q2(d2(j))被Q1,Q2 替代,N1,N2 被Q3,Q4 所替代.

注1 当μ1m,μ2m,μ1M,μ2M,d1m,d2m,d1M 和d2M 的值固定时,定理1和推论1中的稳定性条件将更改

为LMIs.通过使用 MATLAB工具最大化时变时滞的算法,对于固定值,就可以获得最大时变时滞的上界

d2M 的值,即时滞范围.

3 数值算例

在本节中,提出了两个数值算例,一个选择没有使用时滞相关矩阵,另一个则使用,以验证本文所提出稳

定性准则的有效性.
例1 化学反应器、热交换器或管式炉中的热过程可以用以下具有时滞的局部可微分方程来表示[6]:

∂T(x,t)
∂x =

∂T(x,t)
∂t -a(x,t,T(x,t))T(x,t)-b(x,t,T(x,t))T(x,t-τ1),

其中T(x,t)是空间x 和时间t处的温度,τt 是时滞,a(·)=a(x,t,T(x,t)),b(·)=b(x,t,T(x,t))是系

数函数,具体取决于状态T(x,t).倘若

T(i,j)=T(iΔx,jΔt),
∂T(x,t)
∂x ≈

T(i,j)-T(i-1,j)
Δx

,∂T(x,t)
∂t ≈

T(i,j+1)-T(i,j)
Δx .

  下列2-D线性模型就可以得到:

T(i,j+1)=(1-
Δt
Δx-a0Δt)T(i,j)+

Δt
ΔxT

(i-1,j)-a1ΔtT(i,j-d2)+bΔtu(i,j).

  记xT(i,j)=[TT(i-1,j)TT(i,j)],这样2-DFM模型就可以转化为:x(i+1,j+1)=A1x(i,j+
1)+A2x(i+1,j)+A1dx(i-d1(i),j+1)+A2dx(i+1,j-d2(j)),其中

A1=
0 0
Δt
Δx 1-

Δt
Δx-a0Δt

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,A2=
0 1
0 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,A1d =

0 0
0 -a1Δt
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,A2d =

0 0
0 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú .

  令Δt=0.1,Δx=0.4,a0=1,a1=1.2,b=1将上述参数代入矩阵.考虑具有以下系统矩阵和参数的2-D
离散时滞系统(1)[28](不使用时滞相关矩阵):

A1=
0 0
0.25 0.65
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úA2=

0 1
0 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úA1d =

0 0
0 -0.12
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úA2d =

0 0
0 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú . (17)

  当时滞d2(j)对于d1(i)=6+5sin(πi/2)具有时变性时,文献[32]中的系统对于0⩽d2(j)⩽13是

渐近稳定的,即d2(j)的上界远大于文献[6]中给出的上界.此外,对于推论1,系统在满足0⩽d2(j)⩽20下

仍然是渐近稳定的,这表明时滞上界大于文献[32]中给出的.表1中列出了允许的最大上界.从表1中,可以

看到推论1提供了最大的允许上界.图1和图2显示了系统两个状态变量在任意(随机生成)边界条件下的

轨迹.
图1和图2显示,随着i和j继续增加,状态振幅变小并最终接近原点,即具有系数矩阵(17)的系统(1)

在时滞上界d2M=48下渐近稳定.
例2 研究了具有以下参数的2-D系统(1)(使用时滞相关矩阵)[33]:

A1=
0.1 0
0 0.2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úA2=

0.4 0
0.2 0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úA1d =

0.02 0
0 0.01

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úA2d =

0.01 0
0 0.01

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú . (18)

  假设时变时滞满足条件:μ1M=-μ1m=μ2M=-μ1M=μ1M=μ 和条件(2).将文献[29]中的结果与本文中

的LMIs决策变量数目进行比较,由表2,本文决策变量的数目小于文献[29]定理1中的数量.为了比较时滞

范围,对比文献[27-29,34-35]的定理1以及本文结论可以找到最大允许上界d2M,并在表3中列出,且
有:1)本文定理1得到的最大允许上界大于推论1中的,这表明本文设计的在单项求和项中引入时滞相关矩

阵对于推导稳定性准则非常有意义;2)本文定理1和推论1中获得的最大允许上界大于文献[29]中获得的,
这证实了本文推导的结果优于其他参考文献获得的结果.综上,本文获得的结果比参考文献的保守性更小.
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表1 例1中对于给定d1m,d2m和d1M 得到的最大允许时滞上界d2M

Tab.1 Givend1m,d2m andd1M ,theresultingmaximum

allowabletimedelayupperboundd2Minexample1

文献 d1m d2m d1M d2M

文献[32] 1 10 1 13

文献[6] 1 10 1 20

推论1 1 10 1 48

表2 例2中不同方法中的LMIs决策变量数目

Tab.2 ThenumberofLMIsdecisionvariables
indifferentmethodsinexample2

方法 决策变量数目

文献[29](定理1) 108n2+26n

推论1 94n2+6n

定理1 88n2+23n

表3 例2中的允许时变时滞上限

Tab.3 Theupperlimitoftheallowabletimedelayinexample2

方法 d1m d1M d2m d2M

文献[27] 1 11 1 20

文献[28] 1 11 1 20

文献[34] 1 11 1 20

文献[35] 1 11 1 28

方法 d1m d1M d2m d2M

文献[29] 1 11 1 36

推论1 1 11 1 56

定理1 1 11 1 68

  系统的两个状态变量在任意(随机生成)边界条件下的轨迹如图3和图4所示.在初始状态下,状态波动

一开始变化显著,随着i和j的增加,系统状态逐渐接近于零,因此本文给出的系统稳定性准则被证明是有

效且有意义的.这也为以后设置控制器奠定了坚实的基础.
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4 结 论

本文创建具有三重求和项的LKFs同时考虑了时滞相关矩阵和增广向量矩阵,包含有关时滞上界和下

界的更多信息.然后利用多重辅助函数不等式和互凸组合不等式获得了新的系统稳定性准则,扩大了时滞范

围并降低了结果的保守性.同时本文结果减少了决策变量的数目,从而减轻了计算负担.最后,通过数值算例

与现有结果进行对比,验证了本文所设计方法的有效性和优越性.本文设计的增广向量矩阵中可同时包含时

滞的上界和下界,并以此用来估计双重求和项中的系统LKFs差分过程,进一步降低稳定性准则的保守性,
但会加大差分难度和计算量,进而怎么处理LKFs差分产生的有限和项,值得学者们进一步探索.
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Newdelay-variation-dependentstabilitycriterionfor
2-Ddiscretesystemswithdelays

PengDan,ZhangMingxia

(SchoolofScience,YanshanUniversity,Qinhuangdao066004,China)

Abstract:Thedelay-variation-dependentstabilityproblemfortwo-dimensional(2-D)discrete-timesystemswithdelays
isstudied.TheLyapunov-Krasovskiifunctionals(LKFs)areconstructedbyusingdelay-dependentmatricesinthequadraticand
single-sumterms,respectively,consideringmorestateinformation.Itisalsothefirsttimethattheaugmentedvectormatrices
inthesinglesummationtermhavebeenstudiedthesystemstability.Meanwhile,themultipleauxiliaryfunctioninequalityand
reciprocallyconvexinequalitysuitablefor2-DsystemsaregiventoprocessLKFsdifferentiationsoastoreducethecomputa-
tionalburden.Derivealessconservativestabilitycriterionfor2-Ddiscretesystemswithtime-varyingdelays.Theeffectiveness
andsuperiorityofthedevisedmethodisconfirmedbytwonumericalexamples.

Keywords:two-dimensionaldiscretesystems;time-varyingdelays;Lyapunov-Krasovskiifunctionals;multipleauxiliary
functioninequality;reciprocallyconvexinequality
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