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周期O stro v sk y方程的G ib b s测度不变性和几乎整体适定性

闫威，王宗敏

(河南师范大学数学与信息科学学院，河南新乡453007)

摘 要 ：考虑周期Ostrovsky方程的随机初值的柯西问题《，—辦 《 — +  =  0. 首先证明在

HS(T) 中当s> —j 的柯西问题是局部适定的和在中随机初值的柯西问题是几乎整体适定的.对

于在r i f o <|Hs(T) 中的随机初值的一大类集合，证明在流映射下Gibbs测度是不变的.
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本文在低正则性空间中，考虑具有随机初值必的周期Ostrovsky方程的柯西问题，

d-c (m, — /? d3xu H- ̂ (u2 ) ) — yu =  0 , :r e T =[〇 ，2jc)， (1)

u(.x , 0) =  .̂ (2)

其中正常数 y 测量旋转效应的非零常数|3,反映介质的色散类型，见文献[1 一 3].它是由 OstrovskyW考虑 

ConoUs力 ，提出来的一个弱非线性长波模型 .
当 y =〇，（l )式就变成了已经被广泛研究的K d V 方程了，例如，参见文献[5 — 13].通过用方法 I，C〇m-

&11(1打等 [1°] 证 明 了 在 仔 （：〇 , 5 > — 士 ，1 « ¥ 方程的柯西问题是整体适定的 . 8 ( ^ 珥以11[7]证 明 了 1« ¥ 方 程 的

柯西问题在解映射是C 3 的意义下，在 H s(T )，s > —j 中是不适定的.最近，在 当 5  < — 1拓扑意义下，

M〇lmet[14B E明解映射是不连续的.在非周期情形下，依 据 初 值 在 > —善中的大小，Lm[15]也证明了光
5

滑解在中具有一个局部先验界.

对（1)式 的 两 边 同 时 作 用 ，上面的 Ostrovsky方程就可以写成下面这种形式

M, 一 pd3xll H——9^ (mZ ) 一 ydx 1U  =  0， (3)

l，x l，x kei
其中 C 定义为：̂ 1/  =  | /(：y)d：y =  D X /(々）| elfaAr =  7  D [elfa — l ]X /(々）. 方程⑴具有许多重要J 0 J 0 Ik  一

的性质，例如孤立波或孤子解，并且它与K d V 方程有密切的关系（见文献[16 —19]).很多作者对（1)式考虑 

确定初值的柯西问题，例如，参见文献[20 — 32]，特别是文献[33 — 34].

文献[35]研究非线性Schrbdmger方程统计力学的工作吸引了许多人在偏微分方程的非线性流下构造 

不变测度，参见文献 [ 36 — 60]•通过使用Strichartz估计和Bourgain类型空间以及Ornstein-Unlenbeck半群 

的超收缩性，文献[36 — 40，61]研究了 Schrbdmger方程，K d V 方程和波动方程的不变测度.在合适的随机化 

后，文献[42 — 43]研究了在超临界意义下波动方程的初值随机化问题.当初始数据被随机化时，借助于非线
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性光滑，文献[46]研究了三次非线性Schrbdmger方程几乎适定性.在某种意义上，Gibbs测度补偿了在低正 

则性下的守恒律的缺乏，例如，见文献[42 — 43,52,54,56,62 — 63]中的参考文献.

在本文中，通过使用随机初值化

u(x ,0) ^  e
一  ^  n

且卢二1，或

u ( x , 〇)  a .------  -M

x  €  T ，

^  G  T ,

(4)

(5)

且卢二一 1 ，来研究周期 O s t r o v s k y方程（1 ) 的柯西问题几乎适定性和周期O s t r o v s k y方程不变测度，其中 

{_/；“）}是独立同分布的标准复高斯随机变量.通过建立一个关键的双线性估计和使用一个不动点定理的

方法，证 明 在 > —去中的柯西问题是局部适定的.结合大偏差估计和局部适定性结果以及截断的

(3)的不变测度，在随机初值的一大类集合中，进 一 步 证 明 了 在 中 柯 西 问 题 是 几 乎 整 体 适 定  

的.最后，结合（3)〜（4)式或（3)〜（5)式几乎整体适定性和逼近的方法，针 对 n f 〇<i H ^ T ) 上的随机初值 

问题，证明了在由柯西问题产生的随机流下的Gibbs测度是不变的.

注 意 如 果 是 方 程 ( 3 ) 的解，那么 t ； ( ：r ，r) 二 f w X z ，一 f r ) 就 是 如 下 方 程 的 解 — j ( t ；2 h  +

飧-1 二 0 .不失一般性，假设^二± 1 ，和 y二1.

本篇文章中主要的结果如下.

定理 1(整体适定性） 令 一|  <  5 <  ^■和f m。（ ：r ，(x»)d：r 二 0.那么问题(3)〜 （4)式或（3 )〜 （5)式在
Z Z J T

比 （T ) 上的整体适定性，在统计总体上几乎处处成立.更确切地说，对 于 一 + <  s <  |和 任 意 的 e >  0，都存

在一个 a 且 "（(a ) o  < e使得（3)〜 （4)式或（3 )〜 （5)式是整体适定的.并且对所有时间 f e  r 和一个较 

大集合的随机初值和 《 。 e  a 来说，都有
1 1 1 ^ 1  1/2

II u(_* j t j w )  || i f  <  C(co^s)  ^ I n -----己----- ) . ( 6)

定理2(Gibbs 测度） 令 +  + 和 ]^。（心一 Ar =  0.于是借助于一个L 2截断函数（限制在一个闭

球上），在(3)〜（4)式或（3)〜（5)式的随机流下，Gibbs测度"是不变的.

1 符号与记法

在这部分中，回顾一些记法和定义.通篇文章，C 表示在不同的情况下都会变化的正常数.B 是一个正常 

数•假设W )是支集在[一 i，2]上且在[〇，i]等于1 的光滑函数.假设审e cr (R )且审>〇 ，supP审[ [一香，

，在区间 [ ― j ， + ] 上 1̂  二 1 和 ％ 二中(2—4 ) — 中(2—m f ) . 之：二 Z  — { 0 } .定义 a  (是）d々二 ^ a ( k ).定义

^ f ( k )

4 4

r2n
k e i

2 tc . f (x )e~,kj:d x f̂ (x ) — eu

Ml果 j ]二 l ，定义 P N♦ 二 f  4  ^  a n e1" "如果卢二一1 ，定义 二 , 4  a n e1'  因此得 3 : 1/
1 <  | n | < N  2 < \ n \ < N

V (：V) d ：y =  j : elfcAr =  ^  D [ elfa — 1]瓦 /(是 ）和 S O )必（工）= ( " elfae—1(和3++)瓦必（《 敁.
是6之 J 0 1K

对于 々e 之和 r e  R ，定义，/ t t ，r) 2 丌« e— e—ifr/ (：r ，r)d：rdr 和 t；(：r ，r) elfe e,lT-̂ f ( k  ̂ r)dkdr.

k ------ CO

2-n

因此，用 上 面 的 定 义 ，得 到 11/ II Pm = 見 /  II L2((d« )，l: / ( 工） = ^ x f ( k ) A k ,
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(Jz — k ^ ^ g i k ^ A k r .

令 〈.〉= 1 + 卜 I，P ⑴ = 绎3 + 备 ，P ,⑴ = 绎？ +  + ，ff =  r +  P ⑴ ，… = n +  P a ) ， Z =  1，2.k k t
用 范 数 II /  llrfm  =  I I 瓦/ ( «  II P c » 来定义索布列夫空间比（T ) .用 范 数 来 II M II Xs>6 CT X R =  

|| “〉s〈r + P ( « 〉 6瓦 | | 《 (ZXR)定义 Bourgain 空间 X s,6C T X R) =  f R 2) : IU || Xs 6C T X R) < cc}. 

空间兄和乙是由下面的范数定义的

II M || Y =  || M || xs_ | +  || ( k ) S . f u ( k , z )  || i l l ] ,

II M II z =  \\u II ^  +  II ( k y i z  +  P i k ))-1 Sfu(.k ,r) || Lfv .

定义 II M I I =  inf{ II w II xs'6 : w | [0,a =  m}，II M II <  =  inf{ II w II ys : w | [0,a =  m}.
通过直接的计算，有 e i u 〇,〇,一 ii„ s =  d  u i zh < ⑵ 当 且 仅 当 因 此 ，n s< i H s是一个候选k̂ Q 匕

空 间 . 用 傅 里 叶 系 数 a =  确 定 ：T 上 实 值 函 数 M。，然 后 ，用 标 准 密 度 =

JV 1 JV 1 JV
马 ( ， 2 +  ^ e x p ^ j — JC 习 ( * 2 + 7 )  I a „  I 2 卜 { ||〜 “  l2<松 X J d a „ , 若 /? =  1 或 者 ‘ =  

只 ( W  +  $ ) exp丨一 j c习 (，2 +  . )  | a„ |2卜{ l|Pjv“ l2<B} J^ da„，若 /? = — 1 来定义有限维高斯测度•其中 

~是 在 映 射 w — { 1 ^ ，1 <  N }下 CN上的诱导概率测度，并且事实上{/„U )}是独立同分布标准复高71
斯随机变量.特别有，~ 是 CN上的 Wiener度量.用标准密度

=  Z ^ e x p i y  | ( P N̂ ) 3d ^ } ^ { ||pn̂ ||l2<b} dpN ,

定义在 CN 二 {a„，1 <  n <  JV} 上带有权重的 Wiener 测度，其中 二 Ĵ n exp{ |

〇〇 -|~oo CO
在卢二 1 的情况下，定义 d̂ o 二 马 ( 一 2 + 7 )exp{—7C 习 (， 2 + 7 ) | a」 2}z {|miL2<B} J^ da„.

〇〇 -)-〇〇 CO
在 二一1 的情况下，定义 d̂o 二 马 ( 一 2 +  p )exp{— 7C 习 (一 2 +  p ) | a」 2 }义{ imiL2<B} J^ da„.

如 果 二 1 ，定义

0 N ^  {ak k N }  y〇B =  {a„ ,n  >  1, || an || <  B} y〇N,B =  { (.ak) l<k<n •> r S  I ak | 211/Z< B \ ,l  ̂k-1 」 J
0 N,B ( s j K)  =  / ( ak) l<k<n G 〇N,B ? II 2  e'fa II »l l<k<n J

(5 ,X ) =  / (ak) k>1 G He J  X I elfc= II <  K \  , E N =  {e1?IZ , 1 <  | n | <  iV}.
I /̂ >i J

如 果 二 一  1 ，定义

i lN =  ,2 <  n <  iV} ,n >  2} ,n >  2, || || L2 <  B },

〇 N,B —： |  (<^k)2<k<n ? [ 2^ k~2 1 a k | 2 ']1/Z <  B =  <J(a 是） 2< k ；„ G 〇 N,B •> 1 ^  ̂  e ̂  1 IIs —  ^  2〈k〈 n
仏 （5，i〇 = { (<̂ k) k>2 G 〇 b ? 1 e'fa „ s < K \ , E n =k>2 j --{em ,2 < |  n | <  JV}.

对每一个Borel可测集A ，定义"(A ) 二 lim " N(A n 4 )  — A ) 二 lim ̂ ( A  n 4 ) .根 据 "，p 的定义，定义JV—»-)-〇〇 JV—»-+CO

带有权重的 Wiener 测度 d" =  1 exp j V d” dp，其中 Z  exp | j j V  cLr j dp

2 准备工作

本部分，为了证明双线性估计和定理1 和定理2,给出一些准备.
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引理 1 对于任意的 1 <  r <  〇〇和 B >  0,下面的结论成立：

e x p ^ y  | ( P N^ ) 3 d ^ ^ { ||p N^ | L2<B} G  L r ( d p N ) ^

exp^y J^3d̂ ^ { ||̂|l2<£} e L r(dp).

对于引理1 的证明，请读者参考文献[35 — 36].

引理 2 令 + ，对于充分大的K > 0,存在 C > 0 且不依赖于N ，使得

pN(zv ： || SN^ || I}̂ >  K ) =  f dpN <  e~CK ,
J ( II PNi> II >K ] '

p(zv ： II ^ II >  K ) =  f dp <  e~CK .
J { II 必 II >̂幻

对于引理2 的证明，请读者参考文献[35 — 36,41].

引理3 令 对 于 充 分 大 的 K > 0 , 存在 C > 0 且不依赖于N ，使得

(7)

( 8 )

(9)

( 10 )

II " >  K ) 二: d " N <  e-& ， J (II PNi> II ̂  >̂ )
( I D

f A ： w •丨 IIH K ) 二 f d u  <  e~CR2.
」{ II列1 幻

(12)

证 明 结 合 的 定 义 和 Cauchy-Schwartz不等式，可以得到

fiN(zv ： II PNi> II >  i〇 =  [ d"N 二 f exp{-^ <
J (II PNi> II  ̂>̂ ) J (II PNi> II  ̂>̂ ) 〇 J 1

r . i f  i/2 「 i/2l ex p l— (P N^)3 da: i \ ( ) . (13)
{ II -PNi>ll hs>K) j 〇 J j / VJ { l|PN)>ll hs>K) ' )

结合（7)、（9)式，得到

f,N(m ■■ || || If > K ) <  ClpN(m ■■ || || If >  K ) ] 1/z <  C e-CK2 <  e^ 2. (14)

通过使用类似于（11)式的证明方法，得到（12)式.这样就完成了引理3 的证明.

引理4 令仅和幻是L 2(之X R ) 上的实值函数.对(Ẑ Zz) e  N 2,有

II (见lM) * (平一 ） II 4  <  C(2h 八的）1’2^ !  v 2,〇1/6 II 见iM II p|l II L2. (15)

证 明 受 文 献 [7，14,64]证明的启发，不失一般性，假设 suppw, C  {(x ，《 e  R X 之+}.令儿(^，《 =  {n ， 

/;! ) e  R X 之+ /(々一 !々）e 之+ ，〈(Ti〉〜 2’1，〈ff2〉〜 2’2 }，然后关于n ，々！用 Cauchy-Schwarz不等式，可以得到

I * ( W i2u2) II L2 =  [ I [ 2  ( %  m! ) ( r ! ，是1 ) ( % 2 m2) ( r  — r ! ，是— 是1 )d r!  I zd r  <
 ̂R r ke_t  ̂R r-, k-̂  e t

C f y ĵ a i z k̂) f E  I k̂1)(vi2u2)(.z — Ti — k1) |2d n d r<
」 r k—e 之 」 \  k] e 之

C || ^ Ul || |2 || ^ h u2 || |2 ^ A A x ,k). (16)

对固定的 r j 乒 0,令 G =  r +  f  +  | , 并 且 令 和 尺 是 厶 分 别 在 ^ 轴 和 n 轴上的投影.显然，
4 k

+

从（17)式中，可以得出存在C, > 0 ，_; =  1，2使得 

| 0,(2^ + 2 l〇 - G
k I ^  ~ J ( k l k2y + 4

如果 P  >  2〃 V ，结合（18)式和|  <  | + 4

3 j ^ , z k i k 2

3j3kz k i k 2 
K 2 ,得到

l <

3[3z2k i k 2 

C2 ⑵  +2,〇 + G  |

U l  ，

(17)

(18)

抓  4 以  2Y : ， ） + G i — 剛 冗 ）—1 2 ^

'⑵  V  2 "〇

^ U l ^

1/2

c +  1 <  C(2'i v 2'〇1/3.
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如果 0 < 3々 <  2  ̂ v  2 S 因 为 I h  u  |，得到

# F Z <  # , 0 < k\ <  2li V 2^ } <  C (2li v  2!〇1/3.

从（19)式可知

# F , <  C (2^ A 2!0.

结合（18)〜（20)式 ，可以得到

II * ( ^ 2m2) II P  <  C (的 八 的 ）1/2(” V 的 ）1/6 II % Ml II p || 见 2„2 ||

这样就完成了引理4 的证明.

引理5 令 W(：r ，f ) 是 以 h 为周期的函数，于是，可以得到

\\v \\^ < C |U || x〇i| (T X R ).

证 明 令 A =  / +  /2其 中 / e  n ，结合三角不等式和（15)式 ，可以得到

12>0

II vl l l  ̂ =  II II l2 =  \\ Sfv* SFvW^ <  Y j T j II n  I ^  I * n  I ^  I II ^  C S  S  II n  I ^
/-,>0 l2>0 >0

I I II L 2 <  c  X  X ；2,2/z 2a2+0/6 || p̂ l2+l Sfv II l2 II II l2 <
1>Q l2>0

C  Y j T j 2h/S II n  ^  II ^ 2- l/62 (l^ 0/s || ^ h+l iWv || <
1>Q l2>0

C  1)2-"6(1)2'2/3 || %  則 | I”1’2 x
/>〇 i2

( 2 « 2 + 0/3 || ^  ^  || Z 2 ) l/Z <  C  || „  || ^ 〇 a / 3 ( M ) .

由（23)式得出（25)式.这就完成了引理5 的证明.

引理6 让 W(：r ，f ) 是 以 h 为周期的函数，于是

II V || X〇>_ |( 7XR) <  C  II w II L*f =  ( | R |〇 Vi/3 ( x , t ) d x d t ) 3/i.
证明这个引理是通过结合引理5 和对偶性得到的.

引理7 对是e 之，̂ e 之(J =  1，2)和二进制数 M >  1，，< ^ ，其中风代表测度，有

M e j j  e  R  : I J I  〜 M ，" =  3 ^ k ,k2 +  0({kk1k2r ' ) ^ <  C M 3,i _

证 明 观 察 到 ^和 々 2 间的对称性，假 设 I h  I >  u 2 I .如 果 U  I >  I h  I ，由

1 =  11= + ^ Z, 7 ^ 2 +〇(<M ^ 2)e，),
kk, i fZ 2

有 G  u  i2 k c 2 u  i3,因为夂，是2 e 之•因此，当 ^ e  [2,3]时，m 〜 m 〜 u  |#，于是有U A  

M 1̂ ，其中 f  e  [2,3].最终得到

M e { J  e  R  : I J l  〜 M ，" =  3 ^ , ^ + ^  ̂ klkz + 0 ( ( kk1k2y ')} <  C M ^ M '̂ <  C M T .
kk, i fZ 2

U  K l h  I 的情形能够类似于 I h  K U  I 的证明.这样就证明了引理7.

引理 8 令 l (々 ）= { j  e  r  : I J I  〜 m ， j  =  ^ k 1k2 +  e  + o « kk1k2r ')}.于是，有
tZtZ i (Z 2

证 明 通 过 结 合 引 理 7 和文献[10]中第737页的内容加以证明.

引理 9 令 e  Z_ f f =  r  +  # 3 + = 先 3+ 备 ，_; =  1，2•于是，有

3m a x { | (7 U  I f?i I ， I I } > 1  a — ai — a2 I — I 3[3zk'k<i — —--- ^  ^ + ~ — | >  C  | M i ^2 I.

引理 9 的证明很显然，因此就省略了这个证明.从引理9 中，总结出以下3 种情况之一一定会满足：

(a ) ： | a | =  m a x { \ a \ , \ ai | , \ a2 I } >  C  | kmin \ \ ^max |2 ,

(19)

( 2 0 ) 

( 21)

( 22)

卜

(23)

(24)

(25)

(26) 

I 〜

(27)

(28)

(29)
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(b) ： | ax | =  max{ | a | , | (7i | , | (72 I } >  C | kmin \ \ ^max |2 , (30)

(c) ： | (72 I =  max{ | a U I f?i U I f?2 I } >  C | ^min | | ^max | 2. (31) 
引理1 0 令多是一个以2兀为周期的函数，有 II^OS⑴列 | < < 0 | |列 | " .

能够类似于文献[34]中的引理2. 6 的证明，得到引理10.

引理 1 1 令 F 是一个以& 为周期的函数，于 是 有 II 一 ）J ^ S O  — r ) _ F ( r ) d r  || C II ^(含)_F II Zs. 

类似于文献[34]中的引理2. 7 的证明，得到引理11.

引理 12 令 5 e  R 和 (〇，1)，于是对于一 < 〇 或 < 士 ，有

II 7(含) M II、 <  || M || V 6 ,_ (32)

引理 1 2的证明，请读者参考文献[11]的引理1. 10.

引理 1 3 对 w e  X L ，存在反且^ I[〇，幻二反，使得当5 < 心 有 II ^ II心 二 II反I I .

引理 1 3的证明，请读者参考文献[11]中的引理1. 6.

引理 14 令 s e  R ，0 <  S <  T7 ^  和 F 〇，r) =  “〉s〈ff〉1 / 2 众）0 ，r)，其中 F e  I A  于是有
丄(J d

类似于文献[34]中引理2. 1 1的证明，得到引理14.

引理 15 令 f f = r + ( — l ) l 2j+1，的 = n  +  ( ―  1 ) 1 ^ + 1 =  l ，2 .s  e  R ，〇< e <  工。̂〇〇 ,G ; (^ ; , n ) =

〈̂ 〉s〈的〉1/2 含)屯)a ，n ) ， Z =  1，2,其中 G, e  L2，/ =  1，2 .于是有：

〈ff>—+如 1 k~ k̂-\-k̂ 
r _ r l + r 2

n G“ u
> 1/2------ ( d ^ O j d n

相似于文献[34]中引理2. 1 2的证明，得到引理15.

<  Q ^ Ze f [  || G l || .
l~ 1

3 双线性估计

在这一节中，建立两个重要的双线性估计.

引理 1 6 对/ =  1，2,令 m,(U ) 以 2jc为周期的函数，且有("M,(：r “）d：r =  0 和 j 于是，当0 < s <
J T  L

1 有
3 0 〇〇〇’ @

&  n 2s n  II %  ik，冬 . (33)

证 明 从零平均条件中，可 以 假 设 假 设 & ，反1 ，汉2 分 别 是 ， ^ 2 的延拓，从引理

15可 以 得 到 U l l ；̂ 二 

为了得到（33)式，对 ^ e

II X 1 ， II 叫 || f  1 S,T S,T
只需充分证明

U, ! ( I  =  1 , 2 ) .

I k - h + h
r _ r l + r 2

u  ii i n  ii u t ii x ^ .

' j , d ^ i  d n  d ^ d r  <

u x -sA n  i i  ^ (34)

♦  F i k ，z) =  U z n a )V 2 ^{ \u \ ( k 9z) . F l(k l9Tl) =  {k ly {al)ll2^\ \u l \ ( k l ,n ) ,1 ^  1,2 ,K 1 (k 1
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Ti
〈 ff〉 i/2 n  ⑷ s〈山〉

1/2

为了得到（34)式，只需充分证明

h+h ,n ,r) I F (^ ,r) n ^ > I d î AkA^ <  ® i_Ze II F II n  II
r_rl+r2

当（29)式成立，由于 s > —各 ，有

k ii+i I T '
2 是- + 1

< C  -~ … … - 1 1—  <  C
n :—> 〉i/2

[min{ | & | ， | 是2 | } ]—
<

C
I L —> 〉1/2 — I L —> 〉

1/2

结 合 Plancherel恒等式，Holder不等式，引理 15和（36)式 ，有
f, f, 2

-kx+k2 K 1( k 1 jTi j k j T ) \ F ( k j T )  J X  Fi (ki  , r ； ) d^i d n d ^ d r  <) r2̂
_rl+r2

I F (k ,z) |

C k-k1+k2 ------------- —--------------------- d是 i dri d是 d r 〈

r—ri+ r2 XX〈①〉1/2
卜1

2 2
C || F  || l2 J X  II F t || l2 <  || F  || l2 J X  II F t || ,

卜1 卜1
当（30)式成立，用类似于（36)式的证明，得到

K . C k ,  , k , z )  <

结合柯西-施瓦茨不等式和（37)式，得到

C
〈 ff 〉 1 /2 〈 ff2 〉 1 /2_

I F ( k , z )

I F ( k , z )

I n > a ，r , )
〈〇■〉 ,  | k—k^+k^ - \ \ j 2  d ^ i  d r i

" rl +r2

"rl+r2

((72 )

〈f?2〉1/2 - d ^ i  d n

dr

d ^ d r  <

C || F ( k , z )  || Lfr I ~\{F la l ,zl)
〈〇■〉 , +£ j k—k1+k2 - \\]2 d̂ i dri

((72 )
<

L 2

(35)

(36)

(37)

r_rl+r2
ra^-Ze II F II JX II F , II .

卜1
当（31)式成立，这种情况可以类似于情形（30)式加以证明.这样就完成了引理1 6的证明.

引理 1 7 对于 Z二 1，2，令吣（：r ，r ) 是 2 tc为周期的函数，且 有 ，r ) d：r 二 0 和 5 于是，当 0 <

30 000 ^

( a )  1 | ^  I ( k ) s ^ r j ( — \ u 3 (.z3 ^ k 3 ) A k i & z i
"rl+r2 L^Cd^L^dr)) <  C d i~3£ JX || w, || • (38)

证 明 令 汉 1，反2 分别是Wi，w2 的延拓，从引理 1 4 可以得到 II % II 二 II乐 II ' ^ ，Z二 1 ，2 .令 G，（岛，r，）

( k i ) s ( a i ) 1/z 7] (  —  \ u  i \  ( k i  ^t i )  ^  1 , 2  , X 2 ( ^ i  ? r i  ? r ) — —

''Y
k \ { k Y

〈 ff〉 i/2 n 〈̂ 〉s〈的〉
1/2

/ - I

/ - I / - I

/ _ 丄

l - l1 ■

Z Z

i- 丄
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k - k ^ k 2 K z i h  j Ti  j k ^ z )  JX ̂   ̂T i )  d n
i~ i

r _ r l + r 2
L2 (dk~)Ll (dr') <  CS^  XI II G i II l2 ■

当（29)式成立，如 果 〈 ffl〉 > C  U mm卜 U _  I2% 因为， 用类似于(36)式的证明方法，有

k n
K A A  , ^ , r )  < <

c

<(7>^+ £< (7 1 > ~ £ <(72 ) ^  _  <(7>^+ £< (7 1 > ~ £ <(72 ) ^
利用（40)式 ，柯西-施瓦茨不等式，Plancherel恒等式和引理13,得到

I I G“ u
(cy)~T ~£ \ k - k + k  -------- ；---------------- d ^ i d n

J :  W 去U 2
r _ r l + r 2

<  c
L2 (dk~)Ll (dv')

k - k A+k, -------- ；-----------------d ^ i  d n
丨 + W +U 2r—rl +r2

<

C d ^ - 3e X X  II u t II Xs>i_e <  C S ^  X X  II Ui  II Xs>i <  c s ^  X X  II G t II .

如 果 〈内 〉 >  c  U m m 卜 l 2 e ，这种情形能够类似于情形 〈 f f l 〉 >  C  U m m 卜 U _  l 2e . 加以证明 . 
如 果 〈f f ; 〉 <  C  | m々in | e | m々ax | 2 e ， Z =  1 ，2 ，有

3(3zk1k2 +  +  O i (kk1k2r

n  i ^  i—
和 K 2 ( ^ ，Ti，是，T) <  C -

kklk2

用类似于(36)式的证明，有

〈 。 〉 1/2 X X 〈的〉1/2 
卜1

K 2 (k1 <
c

( ff〉 i/2 X X 〈的〉
1/2

最后，用（42)式、求关于 r 的柯西-施瓦茨不等式以及引理13,有

2

i IT G“ u
U-^+^2 -------- d^idr；

r_ r i+ r2 J J < ( 7 / ) 1/2
<

c I〈。〉—:和⑴（")山■)
1/2

~ kl + k 2

L 2 (d/fe)L1 (dr)

2

丄4 ------------------------------d îdn

C ( 〈a 〉-:和⑴（" ) d r 、
1/2

_ r l + r 2 J X < f ? / ) l / 2  
卜1

2

<

i 卜i^-^1+^2 「 - d ^ i  d n
「 r l + r 2

1/2

<

n  ii g; ii
卜i

其中，L t t ) =  {J e  R : I J l  〜 M ， J =  + ^ Z, 7 ^ 2 + 0 ( ( kk1k2}c))kk 1 k2
当（30)式成立，用类似于(36)式的证明，得到

 ̂ ii+̂ XX ( k ^
l— 1

( a )  { 〇2 ) Y

y-5

<  c ------------------< — —
( a )  ((72 ) :

/ - I

z z

l- 丄

z

/ _ 丄

l - l

l - l

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)
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结合 r 的柯西-施瓦茨不等式，引理 1 7和（44)式，有

I I G“ U
卜 ( a )  ( a z ) 1/2 - d ^ i  d n <

L2 (dk^L1 (dv')
〈(7〉 2+ k~k-y+k2 ~ \l/~2 d̂ i d"Tl' 〈(72〉

r _ r l + r 2 r _ r l + r 2

情形（31)式可以类似于(30)式加以证明.这样就完成了引理1 7的证明.

< Cdi~2£ XI II II l2 .

引理1 8 对于 Z二 1 ，2,令叫（：r ，r) 是自变量:r 以 2tc为周期的函数，且 有 w，（：r ，r)d：r 二 0 和 5 ■

于是，当 〇 < e <
1

30 000 有

^  II < C d i - 3e XX II U, II Y .
结合引理1 6和引理17,得到引理18.

4 局部适定性:确定性的情形

在这一部分，周期确定的Ostrovsky方程的柯西问题在H SCT) 中 且 + 是 局 部 适 定 的 . 

引理 1 9 令 s > —| 和 f M„(：r)d：r =  0.于是有（3 )式柯西问题在仔（T ) 上是局部适定性的.
Z J T

证 明 （3)式柯西问题的解和下面积分方程的解是相同的：

0(u) — S {t)u{x ^ S( t — t)3x j ^r*

其中 r e [〇,幻.定义一个闭球 b  二 k  e W  : UII <  <  2c u (：r，〇) ii"}.

因此，用引理11、引理 12和引理18,对 充 分 小 的 0 ,有

<P(u) || YSs ^  || 7^ ( t ) S ( t ) u〇 || S ( r  — r ) ^  ) d r <  C II u ( x ^ 0 )  II }f

c
t  2

3 X i ( — w  \ <  C II w ( ^ , 0 )  II ^  + Q 1 ^  <  C || u ( x ^ 0 )  ||
zs

用引理11、引理 1 2和引理18,有

(p(u)  — (p(v)  II <  C

u ( x j O )  || )f  <  2C || u ( x j O )  || .

m - m _ Zs

(45)

(46)

(47)

< U — v \\ YSs || W +  || Yf <

C S ~ U II u (x ,0) || \\ U  —  V  \\ Y Ss <  ^  \\ U  —  V  || yff.

利用不动点定理，总结出中U ) 二 引 理 1 9剩下的部分显然可以得出.这样引理19得证.

5 证明定理 1

2

1-1

U

在这一部分，证明定理1.

在证明定理1 之前，考虑对(3)式进行有限维的逼近

一 j3u^x 一 d xJu N -^-3XP ^ ( ( u N )2) — 0. (48)

其中 MN(:r ，r) 二 _PNM(:r ，r) 和 wN(:r ，0 ) 二 f V f〇(:r) .显然，具有下面的3 个守恒律：

J i ( w N) =  \ u N d x j I 2( u N) =  f ( u N) 2d x j I 3( u N) =  f ( u xN) 2d x  +  f ( d ^ u 1̂ ) z d x  — f ( u N) 3.
J T Z J T Z J T Z J T b J T

所以，有 =  3X ^  \ 最后，得出（48)式具有 Hamiltonian结构. du
引理 20 令 5 > —士 和 ]^。（尤， ⑴ )Ar =  0.当 N e  e  H S(T ) 和 II <  CK 时，对(48)
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式柯西问题存在局部适定的唯一解，并 且 有 II II Yf <  C K .

用类似于引理1 9的证明方法，得到引理20.

引理2 1 令 一1  <  5 <  | ，f m。（尤，⑴)<ir二0 和 f >  0.于 是 存 在 一 个 集 合 [  {?^(尤，⑴）I •，⑴）e
Z Z J T

比 （t ) ， Vw e m ，使 得 和 C  e 〇v,f，对每一个 U l c r ，U 8)式柯西问题的解都满足||， （•，

T  1/2

t j o o )  || i f  <  C ^ I n  —  j  .

证 明 令 SN(r) 是（48)式的流映射.利用Liouville定理，因为（48)式具有 Hamiltonian结构，我们知道

在 & ⑴ 下 对 所 有 的 r 来 说 都 是 不 变 的 .通 过 用 类 似 于 引 理 1 9的证明和引理2 0 的结果，有 ||， （•山

⑴ ） || "  如果对于  | r  K 茂〜K - A ，有 || ^  ( • 心） || "  那么令  二 fY ——L「ffA S i v  ⑶  O v』G ，i〇 :

通 过 用 的 不 变 性 ，当 K 〜 （ In T 1/2

有

Tf i A Q D  < t l i N a f l N ,B ( s ，K ) y ) 〜 T K 食  < T  < S .

II uN (>,jd,c〇) || „  < K .

「了

如果 C  e  ‘ ,?；，有

对于 7 =  〇，1 ，•

是局部适定的和 II， （ • “ ，W ||

(49)

^ .最后，得到在[〇，T] 每一个区间[兄，（；+  1)幻 上 ，其中；二 0，1，…， 一 1 都

In Tn 1/2

，对 U  K  T .都成立.利用流映射是时间可逆的事实，

得 到 当 U  I C T 有 II， （•山一 K  C[I n ( f  )]1/2.完成了引理2 1的证明.

引理 2 2 令 一 去 去 ，| tM。( 尤山⑴)心= 〇和 S >  〇• 于是存在一个集合 ifi’ N.e c  ( 尤，(0) I (.， 

一  e  h s ( t ) ， V w  e  m 使 得 有 卹 （⑴ V j )  < s 和 C  e  ，成立 ，且对于任意的 z e  r ，U 8 )式柯西问题

的解都满足 IUN( . 山 |U> <  C fln 1 + 1 1 1 I1''.

证 明 对任意的 z e  R.选择_；使得 r —1 < l + u  在引理 2 1 中，当 ：Ta T, =  2^ ? 立 £ ：, =  _ r ，

= 成 一 时 ，令 = nr-1颂 ，因为^  e “叫 ，于是有"(a3’N,r)o <  D 二 ★  <

s.可以得到

(In
9 ；- l  1/2
— ) 

e

l l ， （ .

<  CfIn

ĉô t) || jf ^  2K  

1 + 1  r h 1/2
e  •

((2j +  l )In2 -  Ine)1/2 <  4(〇 -  l )In2 -  Ine)1/2

完成了引理2 2的证明.为了得到定理1，需要充分证明下面的引理.

引理 23 令一各  <  5 〈 备 ， 二 0 和 e >  0 .那么存在集合 C  {m〇(：t ，⑴）| m〇(•，⑴）e
Z Z J r

汗 （t ) ， Vw e  m 使得"(a ) < e 和 W。 e  a ，成立对每一个 〖 e  r ，（i ) 〜 （4)式或（l ) 〜 （5)式柯西问题的

r  1 -L I H  -1/2
解 都 满 足 U (•山W II"  111丄卞I M

e

证 明 固定 f 7 > 5 , 0 <  了< 〇〇，£ > 0 , 大 i V 二 iV(T ，e)，其中 i V 二 iV(T ，e) 是之后被确定的.用一个直 

接计算，得到

|| u〇 —  u〇 || ^  <  CNs~a || uQ || ^ . (50)

利用类似于引理2 1的证明方法，构 造 集 合 其 中 K 〜 （ In g )1/2使 得 ~ ( ^ )  < 现在令 a  =

{a„，a„ e 仏 （ff，K )，a„ e  ‘ ,丄定义没= {a„ e 仏 ，》„泛 a }• 然 后 就 有 ( 没 -  1/2s2.因此，通过运用引 

理 1 和柯西- 施瓦茨不等式，有"(泛）<  £：.令 M。e 泛.于是就有C  e  f3N,e.利用类似于引理2〇的证明，有
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2KII M (.，於，一 i u » 对 于 =  0，1，2…，[f ]•还可以得到 I U C .山一 I I "  < 2 K ，I I ， （.山一 <  

对于 U  I <  & 结合（2)式和（48)式 ，得出

u — uN 二 S (t)(u0 — u 1̂') — f  S( t — t)F (t)dr  ̂ (51)

其中 F =  —P n((， ）2)].显然，Pn((Pw2M)2) =  (Pn/2M)2，然后得到

F  — -^d^Cu2 — (P N/2u ) Z ) +  ( (-P jV/2w)2 — U2) ^-P Ndx (u2 — (uN )2).

结合引理 1 8  和 u  — < C N n K ，||P W2WJ Yf, U | | Yf 得出了

u — UN || Y Ss ^  II S ( t )  (u〇 — U〇N ) || Y Ss S ( t  — r ) F ( r ) d r  || ^  C || w〇 — i is

c

这样就得出了

汐+―3s

F ( r ) <  C N ^ K  +  a i

Yf

p N / 2 U H-  II -PN/2U

y ^ < C N ^ K + f \ \

(u — UN )(• ̂ t) || Jf <  || (u — uN )(• ̂ t) || <  C N S

(52)

(53)

(54)

当 N 足够大时，有[ | ] K N n 《 l .在区间[於，(j + l )幻上重复[i ] 次 ，其 中 = 0，1 ，…，[$]  —1 ，这样就产 
d d d

生了 I U (•，兄）I U > <尺  +  1 且_； =  o，i , ,[$].因此，从局部适定性理论和方程的时间可逆性中，总结出 d

当 M和M。 e  a 时，对所有的 U  K T ，都存在在区间[一 T ，T ] 且 式 子 II M〇，i)  | | „ s 2  2CK +  1 )〜（I n工) 1/2

成立.对每一个 e >  0，令泛 4 乃(T ，e ) ， N 二 JV(T% e)， 二 2〃，&. 2 _m 对于 7 e  n .现在构造a 0) 二乃（乃 ：

&.) 和 iV；二 AKT^.a  ).于是就得到了 " （（处 ） ） c )〈 e；.由于 &  〜 (In ̂
1/2

， In
£3;+2 1/2

，I n & V  最

后，选择充分大的N,使 得 《 1.最终，对于 M。 e  ，就得到了d
7^. 9 ；+l 1/2 〇2；+1 1/2

u ( *  j 〇〇j t )  II J f  <  c / l n — ) 二 ( In  —^ ) ， I n
1/2

' I n
1/2

且 u  k  t v 令 a  = nr-1助 ).然后就有"（(a ) o  <  X T 这样就完成了引理2 3的证明.

u u

u  —  u u u  —  u

e

e

e e

6 证明定理 2

现在证明定理2.在证明定理2 之前先给出引理24.

引理2 4 令 一 士 〇 <善 ，[ M „(：r ，一 i r  =  〇,于是有当 n —致趋于无穷时，对于 M。 e a 和：T < ⑵就Z Z J T
有 || (w — z/〇 (•，r，⑴）|| c([—T，T];J7” — 0

证 明 引理 2 4可以从（54)式得到.因此，受文献[44,56]的启发，只需证明以下引理.

引理2 5 令 + < 〇 < 吾 和 J^ Cr，一 Ar =  O.Gibbs测 度 "在 （1)〜 （4)或（1)〜 （5)流映射下是不变

的，在一定意义下是指对每一个连续有界函数/ 都有J/(S (f)f )如 = J/( f )如成立 .

证 明 令 S O ) 和 SN〇)分别是（1)和（48)式的流映射.定义

|/(S (f)^)d(u =  Hm |/(SN(f)P N̂ )d(uN , (55)
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和

H N ^ J / ( S N ( 〇P ^ ) ( d ^ - d ^ )  =  j i Z - 1 e i h 3 Xne  - Z ^ 1 e i \ (V >3XnNJ d p  

H N(A ) ▲ f  [ / ( S ⑴ f ) —/(s No )n ^)]d"_
J A

当 ^ 时，可知当 N 趋于无穷时，有
D

II P n^ -  ̂  II L3 <  c II P N^ -  ̂  II „V6 <  CN^  II ^ II ^  0.

运用 H1/6 O L 3 上的索伯列夫嵌人不等式以及（58)式，因 为 当 N 趋于无穷时，有
D

I ^(.P^ r - f ^ d x  | <  C[ II P N^ II L3 +  H  II L3]2 II PN^-^\\ L3 <

C J V ^ [  || P N^  || „ 1/6 +  || ^  || „V6 ] Z || P N^  -  ^  || ^  0 .
而且，从引理1 中，得出对于任意的N 都有

exp{— (P N̂ )3d^}^NiB < exp{C \\ \\ 3n /̂6d x }xnB G L 1 (dp)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

成立.

通过用控制收敛定理，得 到 二 因 为 / 是有界的，利用控制收敛定理，得出当 N 趋于无穷时，

H n — 0. (61)

于是得出当N 趋于无穷时，有

|| S ⑴必一SN〇)J V | U  一  0_ (62)

依据（62)式和 / 是连续的事实，知道对于任意的N >  ，存 在 ，使得

H N(.n e) <  sup | -  f (.SN(t)PN^) \ < s. (63)

显然， <  2 || /  || <  Q .

从（61)式中，对于任意的N >  iV2，有 | | < e. 当 〜 > 1̂ \ { 况 ，〜2}时 ，可得

I j /(s ⑴幻 d" — j /( s No )n ^ ) d"N k  H N(a ) +  n N(a ) + l k  〇：•

因此，（55)式的定义是正确的.结合（55)式 和 的 不 变 性 ，有

| V ( S ( r ) ^ ) d " 二 l im 二 二 [ / ( 《) d " .
J JV—CO J JY—〇〇 J J

完成了定理2 的证明.
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Invariant Gibbs Measures and Almost Surely Global well-posedness for the Periodic Ostrovsky Equation

Yan W ei, Wang Zongmin

(College of M athem atics and Inform ation Science, H enan Normal University »Xinxiang 453007 , China)

A b s t r a c t： We consider the Cauchy problem of the Ostrovsky model for nonlinear waves ~  — yd̂ lu ~\~-̂ -dx{u2)

with periodic boundary condition,and random initial data of low regularity. W e  first prove that this Cauchy problem is locally 

well-posed in Hs (T ) with 5 , and globally well-posed almost surely with a large set of random data in f] -y<^<y HS(T).

T h en, we show that the Gibbs measure is invariant under the flo w , for random data in f]^<s< ^ Hs(T) . The key ingredients 

are a Strichartz type estimate established in this paper and certain large deviation estimates.

Keywords： Ostrovsky equation for nonlinear waves； almost surely global well-posedness； Gibbs measures
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