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摘 要：沙漏图是在一条路的两个悬挂点上各粘上一个三角形而形成的图．对于一个图G，若没有其他非同 

构的图和它是 工，同谱的或Q 同谱的，则它是由L_谱，或 Q谱唯一确定的(G简记为DLS或 DQS)．将利用讨论排 

除的方法来证明沙漏图的线图是由它的(无符号)拉普拉斯谱唯一确定的． 

关键词：线图；沙漏图；拉普拉斯谱；无符号拉普拉斯谱 

中图分类号：0157．5 文献标志码 ：A 

设G是一个连通的单图，顶点集为 (G)一{ ， ，⋯， }，边集为E(G)，并且它的顶点数记为 (G)，它 

的边数记为 re(G)．假设 A(G)和D(G)分别为图G的邻接矩阵和度对角矩阵，那么L(G)一D(G)一A(G) 

为G的拉普拉斯矩阵，Q(G)一D(G)+A(G)为G的无符号拉普拉斯矩阵．因为矩阵A(G)，L(G)和Q(G) 

都是实对称的，所以它们的特征值都是实数．令 ⋯ ，0一 ⋯ 和q 

qz=三三⋯ q 分别为图G的邻接特征值，拉普拉斯特征值和无符号拉普拉斯特征值．图G的A一谱(或L_谱， 

Q 谱)是由邻接特征值(或拉普拉斯特征值，无符号拉普拉斯特征值)构成．若两图有相同的 谱(或 L_ 

谱，Q 谱)，则它们为 A_同谱的(或 L-同谱的，Q 同谱的)．对于一个图G，若没有其他非同构的图和它是 

A_同谱的(或 L-同谱的，Q 同谱的)，则它是由A_谱(或 L-谱，Q 谱)唯一确定的(G简记为DAS，DLS 

或 DQS)．寻找新的DS图是很有趣的．设 G V G 为图G 和G。的并，在阶为r的圈C，上某一点粘上 一 

r个悬挂点所得的图，记为u，， ，，文献[1]等证明了若G是DLS，并且代数连通度小于 3，那么在一定的条 

件下，K V G是DLS，并且当r 3，U ， 是DQS．图G的线图L。是将G的边作为顶点，这些顶点相连 

当且仅当对应的边在 G是相邻的．假设 H：， 是将顶点数为g的圈上的一个点和顶点数为k+1的一条路上 

的一点粘合而成的含有 个点的棒棒糖图．文献[2]证明除了g一志 3，H：， 的线图是由它们的 谱唯一 

确定的．文献[3]给出了图G 和正则图G 的冠图的无符号拉普拉斯谱，连通正则图G 和正则图G 的边冠 

图的无符号拉普拉斯谱．文献I-4-]证明最大度超过 4的星状树是由它们的拉普拉斯谱唯一确定的．文献[5] 

确定最大度至少是 12的星状树的线图是由它们的谱唯一确定的．文献[6]得出对于任意的直径为 2的连通 

图，在拉普拉斯谱和无符号拉普拉斯谱之间有一个等价关系． 

沙漏图是在一条路的两个悬挂点上各粘上一个三角形而形成的图．本文将证明沙漏图的线图是由它的 

(无符号)拉普拉斯谱唯一确定的． 

1 沙漏图的线图是 DLS 

下面的结果来源于文献[7—8]． 

引理 1 假设 G是含有 ，z个顶点和 条边的图，并且顶点 的度为d ．那么有下面的结果 ： 
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1)Lc含有 个顶点和告∑ 一m条边； 
2)Lc中对应 G 中边 的顶点的度为 d( )+ ( )一2； 

3)若 G中没有孤立点，那么 G和L。有相同个数的连通分支． 

引理 2 对于任意的两个图G和 H，若 Pc (G)一 Spec (H)，那么可以获得下面的结果： 

1) (G)一 (H)；2) (G)一 (H)；3) (G)一oJ(H)，其中oJ(G)为分支数；4)r(G)一r(H)，r(G)为 

生成树的个数；5)∑ (G)一∑ (H)，d 为顶点 的度． 
多项式 eg(G， )一det(AI—L(G))是图G的拉普拉斯特征多项式，其中I是单位矩阵． 

引理3嘲 设eg(G， )一∑q (G) 一．对于每一个i∈{1，⋯， )，设 为G中含有i条边的生成森林 
0 

的个数．假设这些生成森林为@ ，(1 厂 5 )，并且 p(O ，)为@ 中生成树的顶点数的积．那么(一1)iq — 

i 
．  ” 

∑户(@ ，)，1 ≤ ．进一步，前4项系数为：q。(G)一1，q (G)一一2m，qz(G)：==2m 一 一告∑ 2， 
， = l — i盅 1 

q。(G)一告(一4m。+．6m。+3(m--1)∑ 一∑ 。+tr(A。))，其中tr(A。)一6nG(c )( G(c3)为G中三 
f= l 一 1 

角形的个数)． 

定理 1 沙漏 图的线图是 DLS． 

证明 设 G和L。为图 1所示 ，并且将与 图 L 相L一同谱的图记为H． 

⋯  

(aJ (b】 

图1(a)一个沙漏图G．Co)它的线图 

由引理 1和引理 2，L 和H 均为连通的，，z(H)一n(L。)一r+5，并且若 r一 1，re(H)一m(L。)一 

r+9，否则 (H)一 m(Lc)一r+8．设 7z 为H 中度为i的顶点的个数，并且 △为H 中最大的度．现在将 

下面分为 3种情况来讨论． 

情况 1 假设 r一 1．那么 LG兰 G ，如图 2所示． 

×  
现在 (H)一 6， (H)一 10，因此有 

图2图Gl和G2 

∑ 一6， 

A 

∑in 一20， 

∑i 一72． 
一 1 

G2 

(1) 

(2) 

(3) 
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从上面知道2n。+6n4+12n5+20n6+30n7 ：( 一1)( 一2)n 一24．这表明竹 一0，i一7，8，⋯，△，所 
i= 8 

以 3+ 3n4+ 6n5+ 10n6— 12． 

若 1"／6— 1，那么 一 5=：=0，，z3— 2，因此 由(1)和(2)式 ，有 1一一2， 2— 5，矛盾．因此 6— 0， 

从而 3+3n4+6n5— 12． 

若 一2，那么 。： =0，因此由(1)和(2)式，有 一一2， 一6，矛盾．因此， s一1或者ns一0． 

若 5— 1，有 3种情况 ：1) 4— 2， 3— 0；2) 4— 0， 3— 6；3) 4— 1， 3— 3． 

由 1)，有 1一一1， 2—4，矛盾 ；从 2)，获得 1+ 2一一1， 1+2n2===一3，矛盾 ；由 3)，得到 l一 

0， ===1，因此 3)成立．这表明，H含有度序列{2 ，3。，4，5)．因此这证明 H与图3中的图同构． 

☆ 
图3 与H同构的图 

使用 MATLAB，知道图3中的这些图与图G 有不同的邻接特征根．因此 H≠ G ． 

若 5—0，有 5种情形 ：1) 一3，n3— 3；2) 4— 2，723— 6；3)n4— 1，n3— 9；4) 4— 0， 3— 12； 

5) 4— 4， 3— 0． 

由 1)，有 1— 1， 2一一1，矛盾；由2)，获得 + 。一 8> 6，矛盾 ；由 3)，得到 ，z4+ 3===10> 6， 

矛盾 ；由 4)，得到 + 。一 12> 6，矛盾 ；由 5)，看到 咒 一 0， 一 2，因此 5)成立．这表明 H含有度序 

列 {2 ，4 }．由引理 2．3，H 有 6个三角形．所 以 H 兰 G。，因此 G 为 DLS． 

情况 2 假设 r一 2．那么 LG兰 Gz，如图 2所示．现在 n(H)一 7， (H)一 10，有 

∑ ===7， 

∑in 一20， 

∑ 。 ==：60． 

从上面得到2n。+6n +12n +20n +∑( 一1)( — 
z= 7 

2) 一 14．这表明 一0，i一 6，7，⋯，△，所以 3-t-3n4+ 

6n5===7． 

若 n ===1，那么 一 0， 。一 1，因此 由(4)和(5)式 ， 

有 一一2， 一7，矛盾．所以 一0．为此有 3种情形 ： 

1)，z4— 2，，z3— 1；2) 4— 0， 3— 7；3) 4— 1， 3— 4． 

(4) 

(5) 

(6) 

图4与图H同构的图 

由 1)，有 7z 一一1， 一 5，矛盾 ；由 2)，获得 1— 1， z一一1，矛盾 ；由 3)有 1— 0， 2— 2，因此 

3)成立．这表明 H 含有度序列 {2 ，3 ，4)．由引理 3，H 含有 4个三角形 ，这表明 H 与图 4中的图同构． 

但是图 4与图G。含有不同个数的生成树．由引理 2，H ≠ G ，因此G 是 DLS． 

情况 3 假设 r三三=3．现在 (H)一 r+ 5，m(H)一 r+8，因此有 
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f∑，z 一r+5， 
l f= 1 

I △ 

J∑锄 一2(r+8)， 
I i= 1 

I △ I∑ 
一 4r+ 50． 

、 i 1 

(7) 

(8) 

(9) 

从上面得到2n。+6n +12n5+20n +：∑( 一1)( 一2)n 一12．这表明 一0，i一6，7，⋯，Aa，所以 吾 

3+ 3n4+ 6n5= 6． 

若 5— 1，那么 一 。一0，因此由(7)和(8)式，有 一一3， 2一r+7，矛盾．所以，2 一0．为此 

有 3种情形 ：1) 4— 2， 3— 0；2)，24===1， 3= 3；3) 4— 0， 3— 6． 

由1)，获得 l=一2， 2一r+5，矛盾；由2)，得到 1一一1， 2=r+2，矛盾；由3)，有 1==：0， 

一 r一 1，因此 3)成立． 

这表明 H含有度序列{2一 ，3 )．由引理 3，H含有 4个三角形，这表明H 和图 5中的图相似． 

x4 

图5与硐 构的图 

但是它们都比图Lc含有更多的生成树，因此由引理 2，H≠ Lc．所以Lc是DLS． 

2 沙漏图的线图是 ot2s 

引理4[10] 假设 G和 H 为两个满足SpecQ(G)一 PcQ(H)的图．那么： 

1) (G)=== (H)，re(G)一re(H)，∑ (G)一∑ (H)；2)∑ (G)。+6nc(c。)：∑d (H)。+ 
= 1 i= 1 

6nH(C。)，其中 (c。)和 n (c。)分别为 G和H 中三角形的个数． 

弓l理 5Ë] 设 N (H)为 G中与 H 同构的子图的个数 ，并且 N。( )为 G中长度为 i的闭迹的个数．假 

设 N，H( )为 H 中长度为 i的闭迹的个数，S (G)为连通 图 H 的集合，且满足 N。(H) H( )≠ 0．则 

N。(5)=30N (K。)+10N。(C )+10NG(G )，其中G 为一条边粘在一个三角形的一个顶点而形成的图． 

多项式 (G，A)一det(XI—A(G))和 (G， )一det(aI—Q(G))分别为图G的邻接特征多项式和无符 

号拉普拉斯特征多项式． 

引理6l1 假设 G和H 为满足 (G， )一 (H， )的两个图．那么对于任意长度的闭迹，G和H含有 

相 同的个数． 

下面的结果来源于文献[1o，13]． 
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引理 7 设 G是顶点数为n边数为m 的图，L 和S(G)分别为它的线图和剖分图，其中 S(G)为在 G 

的每一条边嵌人一个顶点而形成的图．那么 1) (Lc，A)一 ( +2)一” (G， +2)；2)≯(S(G)， )一 一 (G， 

)． 

下面的结果来源于文献El4—15]． 

引理 8 设 P 为含有t个顶点的路， ． 为利用顶点数分别为i+2， +2，k+2的3条路将两个给定 

的顶点相连而形成的 图，且对于任意的两条路其公共点为给定的两个顶点， 

1) (P ，2)一 t+ 1；2) ( ，2)一 巧 一 (／j+／k+jk)一3( +J+忌)一5． 

引理 9[1朝 设 G为含有度序列 d ，d ，⋯ ，d 且顶点数 的图．那么有 ： 

1)min{d +d，I／j∈ E(G)}三三三q (G)三三三max{d +d I／j∈E(G))，当且仅当 G是一个连通的正则二 

部图或半正则二部图时 ，等号成立． 

2)若G为顶点数 三三=2的连通图，那么 q (G) △(G)+1，等号成立当且仅当G为星图K ，，r ． 
一 条嵌入在只有两个端点的度大于 2的路间的路称为内部路． 

引理 10l_1 假设 删 是连通图G的一条边 ，G 为剖分边 删 而形成 的图．那么有 ： 

1)若 G—C ，那么 q (G )一q (G)：4； 

2)若 G≠ c ，并且 删 不在G的内部路上，那么 q (G )> q (G)； 

3)若 删 在G的一条内部路上，那么q (G )<q (G)． 

引理 11 L1 设 v(e一删)为G的一个顶点(边)，并且C (或C )为所有包含顶点 (或边 e)的圈的集 

合．那么 ： 

1) (G)一 肼(G一 )一 (G一 一 )一 2 声(G— (c))； 
C EC

v 

2) (G)一 (G—P)一 (G—U— )一2> (G— (c))． 

设 G (P )是用一条新边将点不相交的两个图G和P 相连而形成，此边连接图G上的一点U和路P 的 

一 个端点． 

引理 12_1 设 x和y是任意两个点不相交的连通图，z∈ (X)和y∈ (y)．设 G—G (X，y；P ) 

是用一条新 的长度为 t一1的路 P ， ⋯ ，将 图 X和 y相连 ，增加 了边 捌 和 而形成的图．那么 

limq (G)一 max{limq (X (P ))，limq (y (P ))}． 

在 Q(G)中将与 关联的行和列删去，得到的主子矩阵记为 Q (G)，并且 (Q (G)， )一 det( I— 

Q (G))． 

引理 13l】3l G (P )如上定义．那么： 

1)limq (G (P ))一 (G)存在，并且 (G)三三三4．特别的，r (G)为图序列{G (Pf))的q 的极限点； 
￡—- o。 

． I ／= ——— 

2)若 (G)>4，那么 (G)为方程 土 }二 (G， )一 (Q (G)， )一0的最大的根． 
厶^ 

引理 14 设 G是一个沙漏图．若 r 3，那么 5．491 6 q (L ) 5．709 3． 

证明 设 G和L。如图 1所示 ，将有一条公共边的两个三角形形成的图记为 X．那么 由引理 12，得到 

limq (LG)一 limq (X (P ))．利用 MATLAB，获得 (X，q )一 q 一10q：+32q：一40q +16， (Q (X，q )) 

一 q 一8q：+18q 一 12．由引理 13，有limq (LG)一 limq (X (P ))为方程 q：一 18q + 132q：一 512q + 

1 132q --1424q +944q：一256q 一0的最大根 ，由上利用 Matlab，得到limq (LG)≈ 5．491 6．由引理 1O，可 

以得到q (L。) 5．491 6．同样由引理 1o，当r===3，q (Lc)是最大的，在此情况下，通过计算有q (L。)=== 

5．709 3．因此证明完毕． 

引理 15 设 Lc为沙漏图的线图．若 r 3，那么 4 PfQ(Lc)． 

证明 假设 4∈ ecQ(L )．那么由引理 7，得到2为S(L。)的一个特征值．设 e 和e。为 S(Lc)的两 

个割边 ，如图 6所示． 

则两次利用引理 11的 2)，有 (S(LG)，2)一 512(r一 1)．因为 r三三=3，有 声(S(Lc)，2)≠ 0，矛盾． 
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图6剖分图5( 

定理 2 沙漏 图的线图是 DQS． 

证明 设 G和Lc如图 1所示，那么将与L。相 同谱的图记为 H．由引理 4， (H)一n(L。)一r+ 

5，若 r一1， (H)=m(Lc)一 r+9，否则 (H)=m(Lc)一r+8．设 为H 中度为i的顶点的度数， 

并且 △为 H 中最大的度．现在将分 3种情况来讨论下面的内容． 

情况 l 假设 r= 1．那么 Lc竺 G ，如图 2所示．由引理 9，6< (H)< 8，所以 △ 6．现在 

行(H)一6，m(H)一 10，并且有 

r 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6— 6， (10) 

1十 2n2+ 3n3+ 4n4+ 5n5+ 6n6： 20， (11) 

I n1+4n2+ 9n3+ 16n4+25n5十36n6— 72． (12) 

从上面得到 。+ 3n +6n +10n。一 12． 

若 6—1，那么 5=0， 4=0， 3—2，因此由(11)和(12)式，有 1：一2， 2=5，矛盾．因此 = 

0， 3+ 3n4+ 6n5— 12． 

若 一 2，那么 一 0一 。一 0，因此 由(11)和(12)式 ，获得 竹 一一2， 一 6，矛盾．所 以n 一 1或 

者 5— 0． 

若 5一l，那么有 3种情形：1) 一2， 3— 0；2)n4—0， 3—6；3) 4— 1， 3— 3． 

由 1)，得到 一一1， 一4，矛盾；由2)，有 + 一7> 6，矛盾；由3)，获得 一0，，2。=：=1，因 

此 3)成立．这表明 H含有度序列{2，3。，4，5)．这证明了H与图 3所示的图同构． 

但是利用 MATLAB，知道图 3中的图与G 有不同的无符号拉普拉斯特征根．因此 H≠G ． 

若 5— 0，那么有 5种情形：1)，24：==3， 3— 3；2) 4—2， 3：=：6；3)，z4— 1， 3—9；4) 4—0， 

3===12；5)，z4— 4， 3— 0． 

由 1)，有 l一 1， 2一一1，矛盾 ；由 2)，得到 n4+ 3— 8> 6，矛盾 ；由 3)，获得 4+n。一 10> 6， 

矛盾；由4)，知道 + s一12>6，矛盾；由5)，有 ：0， 一2，因此 5)成立．这表明，H有度序列{2 ， 

4 }．并且由引理 4，H 有 6个三角形．因此 H 竺 G ． 

所以 G 是 DQS． 

情况 2 假设 r一2．那么 LG兰 Gz如图 2所示．由引理 9的 1)，有5< (H)< 7．因此△ 5，否 

则与引理 9的 2)相矛盾．现在 (H)一 7， (H)一 10，因此有 

r 1+ 2+ 3+ 4+ 5— 7， (13) 

1 + 2n2+ 3n3+ 4n4+ 5n5— 20， (14) 

I 1+4n2+9n3+16 4+25n5— 60． (15) 

由上获得 3+3n4+6n5===7．若 n5===1，那么n4—0，，z。一1，并且由(13)和(14)，有n1===一2，，z2— 

7，矛盾．因此 5— 0．所以，有 3种情形：1) 4— 2， 一1；2)，z4—0， 3—7；3) 4— 1， 3= 4． 

由 1)，得到 1一一1， 2— 5，矛盾；由 2)，有 1+2n2一一1，矛盾 ；由 3)，获得 1— 0， 2— 2，因 

此3)成立．这表明H含有度序列{2。，3 ，4)．有引理4，H含有4个三角形．这表明了H和图4中的图相似． 

但利用 MATLAB，知道图4中的图与 G 有不同的无符号拉普拉斯特征根．因此G 是DQS． 

情况 3 假设 r≥ 3．由引理 9的 1)，有 4< (L。)< 6．因此 △ 4，否则它与引理 9的 2)相矛盾． 
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现在 (H)一 r+5， (H)一 r+8，因此有 

r 1+ it／2+ 3+ 4一 ， (16) 

n1+ 2n2+ 3n3+ 4n4— 2n+ 6， (17) 

I l+4n2+9n3+16n4—4n+30． (18) 

由上 ，得到 3+3n4— 6．因此有 3种情形 ：1)哟 =：=3， 4— 1；2)n3— 0， 4— 2；3)铂 一 6， 4— 0． 

由1)，得到 1一一1， 2一n一3，矛盾；由2)，有 1一一2， 2= ，矛盾；由3)，获得 1—0， z— 

n一 6，因此 3)成立． 

这表明H含有度序列{2一 ，3 )．由引理 4，H有 4个三角形． 

若 H是连通的，这表明H和图5中的图相似(这些图记为X ，X ，X。，X ，Xs，Xe)．假设 X ，Xz 

和 X。 如图 7所示． 

x2一 ～ 

图7拥有极大％的极值图xJ一， ， 一 

由引理 1O，知道图X ，X。 和 X 分别为图X ，X ，X。的拥有极大q 的极值图．因此通过计算， 

获得 q (xlmax)一5．4142，q (X2max)=5．342 9，q (x3max)一 5．382 6，并且由引理 14，这些图的q 的值都 

比q (LG)的下界：5．491 6小，所以X ，Xz，xs与 LG不是Q一同谱的． 

Off8 ， ，x6的线图 

现在由定义，X ，X。和X。的线图是L ，L 和L 。，如图8所示．考虑线图LL。，Lx ，Lx 和Lx。，得 

到这些图中长度为 5的闭迹的个数 ，见下表． 

袭 1 c，k 。，k s和 b 中长度为 5的 闭迹 的个数 

因此由引理 5，得到L 。，L ，L 和L 。这些图中长度为5的闭迹的个数不相同．并且由引理6，它们 

不是 A_同谱的．因此由引理 7的 1)，L。，X ，x ，x 不是 L_同谱的．所以 H≠ Lc． 

若 H不连通，由引理 l5，有 4 e Q(L。)，这表明 4 ecQ(H)．并且由引理 10，知道 H不含有 

圈．这表明 H不存在．很明显，H≠ Lc． 

所以 L。是 DQS． 
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The(signless)Laplacian Spectral Characterizations of Line Graphs of Sandglass Graphs 

QIN Zhengxinh，ZHANG Wenlï ，WANG Guoping。，MENG Jixiang 

(1．a．College of Mathematics and System Sciences；b．College of Science and technology，Xi~iang University，Urumqi 830046，China； 

2．School of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi 830054，China) 

Abstract：A sandglass graph is a graph obtained by appending a triangle to each pendant vertex of a path．A graph G is 

said to be determined by its L—。spectrum(or Q-spectrum)if there is no other non-isomorphic graph L—-cospectral(or Q-cospectra1) 

with it，denoted by DLS(or DQS)．In this paper，using discussion and exclusion，we show that the line graphs of sandglass 

graphs are determined by their Laplacian spectra as well as their signless Laplacian spectra． 

Keywords：line graph；sandglass graph；laplacian spectrum；signless Laplacian spectrum 


