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时变扩散模型中收益参数向量的局部复合分位回归估计

王静,王继霞

(河南师范大学 数学与信息科学学院,河南 新乡453007)

摘 要:主要研究多维时变扩散模型中收益参数向量的估计问题.基于离散观测样本,利用局部线性拟合的方

法,得到了时变漂移参数向量的局部复合分位回归估计,并证明了估计量的渐近正态性.同时,给出了估计量的渐近

偏差和渐近方差.
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扩散模型在金融、工程和军事等领域有着广泛的应用.其中,时变扩散模型统计推断的研究越来越受到

关注.比如,在金融领域中,由于经济条件的不确定性以及时间的变化,通常会设想金融资产的瞬时期望收益

和瞬时波动率不但与指定的基础状态变量有关,而且也应该依赖于时间.这意味着基础状态变量应该服从带

时变系数的扩散模型,即时变扩散模型.对于时变扩散模型的研究,迄今已做了大量的工作.例如文献[1-6]
等考虑了时变参数的扩散模型,这些模型清楚地表达了参数系数对时间的依赖性.文献[7]采用VAR模型对

内生变量之间的动态关系进行了分析.
本文主要研究多维非时齐扩散模型中时变参数的估计问题.
考虑定义在滤子空间 (Ω,F,(Ft)t⩾0,P)上的多维非时齐扩散模型

dXt=a(Xt)β(t)dt+σ(t)dWt, (1)
其中Xt=(X(1)

t ,X(2)
t ,…,X(m)

t )T是m 维的扩散过程,Wt=(W (1)
t ,W (2)

t ,…,W (m)
t )T是m 维的标准布朗运动,

β(t)=(β1(t),β2(t),…,βm(t))T 为收益参数向量,σ(t)=(σij(t))m×m 为m 阶的时变扩散参数矩阵,a(Xt)
为m×m 的对角阵,其第l个对角元素为al(X(l)

t ),l=1,2,…,m .本文中,利用局部线性拟合的方法,研究模

型(1)中漂移参数向量的局部复合分位回归估计,并讨论所得估计的渐近性质.
复合分位回归的方法是近几年由文献[8]估计经典线性回归模型中的回归系数时提出来的,随后文献

[9]研究了一般非参数回归模型的复合分位回归估计,文献[10]考虑了半参数变系数偏线性模型,给出了参

数的局部复合分位回归估计.文献[11]研究了扩散模型的复合分位回归估计的渐近正态性.文献[8-10]皆
是在回归模型中考虑复合分位回归的方法,本文在多维扩散模型中,利用复合分位回归的方法,得到了时变

参数向量的局部复合分位回归估计,并研究了估计量的渐近性质.

1 漂移参数向量的局部复合分位回归估计

令 {Xti
,i=1,2,…,n+1}是离散等距观测样本,t1 <t2 < … <tn+1.记Yti =(Y(1)

ti
,Y(2)

ti
,…,Y(m)

ti
)T,

εti =(ε(1)
ti
,ε(2)

ti
,…,ε(m)

ti
)T,Δi=ti+1-ti,其中Yti

(l)=X
(l)
ti+1 -X

(l)
ti
,ε
(l)
ti =W

(l)
ti+1 -W

(l)
ti
,l=1,2,…,m.由布朗

运动W
(l)
ti

的独立增量性,可知ε
(l)
ti

是均值为零,方差为Δi 正态分布.则模型(1)可以表示为

Yti =a(Xti
)β(ti)Δi+σ(ti)εti. (2)
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离散化形式(2)的第l个方程为

Y
(l)
ti =al(X

(l)
ti
)βl(ti)Δi+∑

m

j=1
σlj(ti)ε

(j)
ti . (3)

令Z
(l)
ti =

1
Δi
[∑

m

j=1
σ2lj(ti)]-1

/2∑
m

j=1
σlj(ti)ε

(j)
ti
,l=1,2,…,m.则模型(3)等价于

Y
(l)
ti =al(X

(l)
ti
)βl(ti)Δi+Δi ∑

m

j=1
σ2lj(ti)[ ]

1/2
Z
(l)
ti . (4)

由ε
(j)
ti
,j=1,2,…,m 的定义知,对于每个固定的l(l=1,2,…,m),{Z

(l)
ti
,i=1,2,…,n}是独立同分布的正

态随机变量序列且E(Z
(l)
ti
)=0,Var(Z

(l)
ti
)=1/Δi.

本文利用的一个技巧是对时变参数进行局部线性近似,即对任意给定的时间点t0,令

βl(t)≈βl(t0)+β'l(t0)(t-t0),l=1,2,…,m,
其中t是t0 某邻域内的点.令h 表示邻域大小的尺度,称其为带宽参数或窗宽参数,它控制着局部邻域的大

小,K(·)是一个非负的权重函数,它是一个实值函数,通常取为对称的概率密度函数,称其为核函数.记β0l=

βl(t0),β1l=β'l(t0),l=1,2,…,m.下面考虑β(t0)=(β1(t0),β2(t0),…,βm(t0))T的局部复合分位回归估计.

对给定的q,令ρτk(r)=τkr-rI{r<0},k=1,2,…,q,其中τk =
k

q+1
,k=1,2,…,q.ρτk(r)表示分位回归损

失函数.利用局部复合分位回归的思想,局部加权复合分位回归损失函数为

∑
q

k=1
∑
n

i=1
ρτk

Y
(l)
ti

Δi
-al(X

(l)
ti
)[β0lk +β1l(ti-t0)]{ }Kh(ti-t0){ }, (5)

其中Kh(·)=K(·/h)/h,h 是适合的带宽参数,它的选取将在本节最后讨论.令

(̂β0l1,̂β0l2,…,̂β0lq,̂β1l)T

为损失函数(5)的最小值点.对任意给定的时间点t0,令̂βl(t0)=
1
q∑

q

k=1
β̂0lk,l=1,2,…,q.记̂β(t0)=(̂β1(t0),

β̂2(t0),…,̂βm(t0))T,这样就得到了漂移参数向量β(t0)的局部复合分位回归估计为β̂(t0).为了得到漂移参

数向量函数的估计β̂(·),可以在若干个格子点进行估计.
下面讨论估计量的渐近性质.首先给出如下一些记号和假设条件,令Fl(·)和fl(·)分布表示Z

(l)
ti

的分

布函数和概率密度函数,g(·)表示时间的概率密度,一般假定g(·)是时间区间[a,b]上的均匀分布的概率

密度函数.记μj=∫ujK(u)du,νj=∫ujK2(u)du,j=1,2,…,c
(l)
k =F-1

l (τk),τkk'=τk ∧τk'-τkτk',Rl(q)=

1
q2∑

q

k=1∑q

k'=1

τkk'

fl(c(l)
k )fl(c(l)

k' )
,l=1,2,…,m.下面给出假设条件,本文中,C 表示一个正的常数.

(A1)时变参数向量β(t)和时变扩散矩阵σ(t)的每一个元素关于t二阶连续可导.
(A2)核函数K(·)是对称、满足Lipschitz条件的连续函数且具有有限的支撑 [-C,C].
(A3)当n→ ∞ 时,带宽参数h=h(n)→0且nh→ ∞.
定理1 若条件(A1)-(A3)成立,则对任意给定的时间点t0,漂移向量参数的局部复合分位回归估计

β̂(t0)满 足 nh{̂β(t0)-β(t0)-
1
2β″
(t0)μ2h2}→LN 0,

ν0
g(t0)

[a2(Xt0
)]-1ΣR(q)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其 中 β″(t0)=

(β″1(t0),β″2(t0),…,β″m(t0))T,Σ 和R(q)是m ×m 的对角阵,其对角线上的元素分别为∑
m

j=1σ
2
lj(t0)和

Rl(q),l=1,2,…,m,符号“→L”表示依分布收敛.
证明 对每一个l,(l=1,2,…,m),令

Sl =
S(l)
11 S(l)

12

S(l)
21 S(l)

22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,Σl =

Σ(l)
11 Σ(l)

12

Σ(l)
21 Σ(l)

22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,

其中S(l)
11 是q×q 对角阵,其对角线元素为fl(c(l)

k ),k=1,2,…,q,S(l)
12 =(μ1fl(c(l)

1 ),μ1fl(c(l)
2 ),…,
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μ1fl(c(l)
q ))T,S(l)

21 =[S(l)
12]T,S(l)

22 =μ2∑q

k=1fl(c(l)
k ).Σ(l)

11 是q×q方阵,其第(k,k')个元素为ν0τkk',k,k'=

1,2,…,q,Σ(l)
12 = ν1∑

q

k'=1
τ1k',ν1∑

q

k'=1
τ2k',…,ν1∑

q

k'=1
τqk'( )

T,Σ(l)
21 =[Σ(l)

12]T,Σ(l)
22 =ν2 ∑

q

k,k'=1
τkk'.u(l)

k = nh{β0lk -

βl(t0)- Al(t0)c(l)
k },vl =h nh{β1l - β'l(t0)},Δ(l)

i,k =
1
nh
(u(l)

k +
ti-t0

h vl), 其 中 Al(t)=

[al(X(l)
t )]-1[∑

m

j=1σ
2
lj(t)]1/2.记d(l)

i,k = {c(l)
k Al(ti)-Al(t0)}+r(l)

i ,其中r(l)
i =βl(ti)-βl(t0)-β'l(t0)(ti-

t0).定义η
(l)*
i,k 为随机变量I{Z(l)ti ⩽c(l)k -d(l)i,k{[Al(ti)]-

1-τk}.令 W (l)*
n =(w(l)*

11 ,w(l)*
12 ,…,w(l)*

1q ,w(l)*
1(q+1))T,其中

w(l)*
1k =

1
nh∑

n

i=1
η
(l)*
i,k Kh(ti-t0),k=1,2,q,w(l)*

1(q+1)=
1
nh∑

q

k=1
∑
n

i=1
η
(l)*
i,k Kh(ti-t0)

ti-t0
h .

由文献[9]中的引理2和引理3知,最小化(5)式等价于最小化下式

L(l)
n (θ)=∑

q

k=1
u(l)

k {∑
n

i=1

η
(l)*
i,k Kh(ti-t0)

nh
}+vl ∑

q

k=1
∑
n

i=1

η
(l)*
i,k Kh(ti-t0)(ti-t0)

h nh
+ ∑

q

k=1
B(l)

n,k(θ)=

1
2θ

TS(l)
nθ + (W (l)*

n )Tθ + op(1), 其 中 θ = (u1,u2,…,uq,v).B(l)
n,k(θ) = ∑

n

i=1

(Kh(ti - t0)

∫
Δ(l)i,1

0
[I{Z(l)ti ⩽c(l)k -d(l)i,1[Al(ti)]-

1+z[Al(ti)]-
1}-I{Z(l)ti ⩽c(l)k -d(l)i,1[Al(ti)]-

1}]dz),S(l)
n =

S(l)
n,11 S(l)

n,12

S(l)
n,21 S(l)

n,22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ,S(l)

n,11=[∑
n

i=1
Kh(ti -

t0)[nhAl(ti)]-1]S11,S(l)
n,12=[∑

n

i=1
Kh(ti-t0)

ti-t0
h

[nhAl(ti)]-1](fl(c(l)
1 ),f(c(l)

1 ),…,f(c(l)
q ))T,S(l)

n,21=

[S(l)
n,12]T,S(l)

n,22=∑
q

k=1
fl(c(l)

k )∑
n

i=1

[Kh(ti-t0)
(ti-t0)2

h2
[nhAl(ti)]-1].

  故有L(l)
n (θ)=

1
2g
(t0)[Al(t0)]-1θTSlθ+(W (l)*

n )Tθ+op(1).

应用文献[12]中的结果,有 1
nh∑

n

i=1
Kh(ti-t0)

(ti-t0)j

hj →Pg(t0)μj,其中 →P 表示以概率收敛.因此,

S(l)
n →Pg(t0)[Al(t0)]-1Sl =g(t0)[Al(t0)]-1

S(l)
11 S(l)

12

S(l)
21 S(l)

22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ .

  由于凸函数Ln(θ)-(W *
n )Tθ以概率收敛到凸函数1

2g
(t0)[Al(t0)]-1θTSθ,又由文献[13]中的凸定理

知,̂θ(l)
n =-g(t0)[Al(t0)]-1S-1

l W (l)*
n +op(1).定义η

(l)
i,k =I{Z(l)ti ⩽c(l)k }-τk,W (l)

n =(w(l)
11,w(l)

12,…,w(l)
1q ,

w(l)
1(q+1))T,其中w(l)

1k =
1
nh∑

n

i=1
η
(l)
i,kKh(ti-t0),k=1,2,q,和w(l)

1(q+1)=
1
nh∑

q

k=1
∑
n

i=1
η
(l)
i,kKh(ti-t0)

ti-t0
h .

由中心极限定理和Cramer-Wald定理,有W (l)
n -E(W (l)

n )

Var(W (l)
n )

→LN(0,I(q+1)×(q+1)),又由Cov(ηi,k,ηi,k')=τkk',

Cov(ηi,k,ηj,k')=0,i≠j,可得到1
nh∑

n

i=1
K2

h(ti-t0)
(ti-t0)j

hj →Pg(t0)νj.

因此,Var(W (l)
n )→g(t0)Σl.又由文献[10]中定理3.1的证明过程,得W (l)

n →LN(0,g(t0)Σl).此外,有

Var(w(l)*
1k -w(l)

1k)=
1
nh∑

n

i=1
K2

h(ti-t0)Var(η
(l)*
i,k -η

(l)
i,k)⩽

1
nh∑

n

i=1
K2

h(ti-t0)[Fl(c(l)
k +|d(l)

i,k|[Al(ti)]-1)-Fl(c(l)
k )]=op(1),

Var(w(l)*
1k -w(l)

1k)=
1
nh∑

n

i=1
K2

h(ti-t0)
ti-t0

h Var(∑
q

k=1
η
(l)*
i,k -η

(l)
i,k)⩽

24 河南师范大学学报(自然科学版)                2019年



q2

nh∑
n

i=1
K2

h(ti-t0)
ti-t0

h maxk[Fl(c(l)
k +|di,k|[Al(ti)]-1))-Fl(c(l)

k )]=op(1).

因此,Var(w(l)*
n - w(l)

n )=op(1).由 Slutsky's 定 理,得 到 w(l)*
n →LN(0,g(t0)Σl).故,̂θ(l)

n +
g(t0)[Al(t0)]S-1

l E(W (l)*
n )→LN(0,g(t0)[Al(t0)]2S-1

l ΣlS-1
l ).

故β̂l(t0)的渐近偏差为

bias(̂βl(t0))=
1
q
Al(t0)∑

q

k=1
c(l)

k -
1

q nh
g(t0)Al(t0)eT

q×1(S(l)
11)-1E(W (l)*

1n )=
1
q
Al(t0)∑

q

k=1
c(l)

k -

1
q nh

g(t0)Al(t0)∑
n

i=1
Ki∑

q

k=1

1
fl(c(l)

k )
[Fl(c(l)

k -d(l)
i,k[Al(ti)]-1)-Fl(c(l)

k )],

其中Ki=Kh(ti-t0),eq×1=(1,1,…,1)T,W (l)*
1n =(w(l)*

11 ,w(l)*
12 ,…,w(l)*

1q )T.注意到Z
(l)
ti

是分布式对称的,

故有∑
q

k=1
c(l)

k =0,又
1
q∑

q

k=1

1
fl(c(l)

k )
[Fl(c(l)

k -di,k[Al(ti)]-1)-Fl(c(l)
k )]=-r(l)

i [Al(ti)]-1(1+op(1)).因

此,bias(̂βl(t0))=
1
nhg

(t0)Al(t0)∑
n

i=1
Kir(l)

i [Al(ti)]-1(1+op(1)).又 有 1
nh ∑

n

i=1
Kir(l)

i [Al(ti)]-1 =

g(t0)β″(t0)
2

[Al(t0)]-1μ2h2(1+op(1)),故得 bias(̂βl(t0))=
1
2β″l(t0)μ2h2 +op(h2)和 Var[̂βl(t0)]=

1
nh

1
g(t0)

[Al(t0)]2
1
q2

eT
q×1(Sl

-1ΣlS-1
l )11eq×1+op(

1
nh
)=
1
nh

ν0
g(t0)

[Al(t0)]2Rl(q)+op(
1
nh
).

  证毕.

2 带宽选择

由定理1及其证明过程,通过计算得到β̂l(t0),(l=1,2,…,m)的渐近偏差和渐近方差为

bias[̂βl(t0)]=
1
2β″l(t0)μ2h2+op(h2),Var[̂βl(t0)]=

1
nh

ν0∑
m

j=1
σ2lj(t0)

nhg(t0)a2
l(X

(l)
t0
)
Rl(q)+op(

1
nh
).

故β̂l(t0)的均方误差为 MSE(̂βl(t0))=[
1
2β″l(t0)μ2]2h4+

1
nh

ν0∑
m

j=1
σ2lj(t0)

nhg(t0)a2
l(X

(l)
t0
)
Rl(q),l=1,2,…,m.

  在使用局部线性近似的方法时,带宽的选择是一个重要的问题.本节中,所用的带宽选择的原则是最小

化总的均方误差,即最小化下式

∑
m

l=1
MSE(̂βl(t0))=∑

m

l=1

1
2β″l(t0)μ2

é

ë
êê

ù

û
úú

2

h4+
1
nh

ν0∑
m

j=1
σ2lj(t0)

nhg(t0)a2
l(X

(l)
t0
)
Rl(q){ } .

可得到最优带宽为

hopt(t0)= ∑
m

l=1

ν0∑
m

j=1
σ2lj(t0)Rl(q)

g(t0)al
2(X

(l)
t0
)

∑
m

l=1

[β″l(t0)μ2]2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

1
5

n-
1
5.

  时变扩散矩阵σ(t)通常表示扩散过程的扰动强度.关于它的估计问题,人们更多地去估计Xt 的平方变

差过程,即[X]t=∫
t

0
σ(s)[σ(s)]Tds,t∈ [0,1],这也是金融统计中的一个经典问题.例如Qn

t 可以选择为Xt

的经验平方变差过程,即Qn
t =∑

[nt]

i=1

(Xti -Xti-1
)(Xti -Xti-1

)T,t∈[0,1],n⩾1.则可以把Qn
t 作为[X]t 的
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一个估计量.

3 结 论

本文构建了一个多维非时齐的扩散模型,主要研究了收益参数向量的估计问题.通过对参数的局部复合

分位回归估计的研究,得到了估计量的渐近性质,并且得到了β̂l(t0),(l=1,2,…,m)的渐近偏差和渐近

方差.
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Localcompositequantileregressionestimationofreturn
parametervectorfortime-varyingdiffusionmodel

WangJing,WangJixia

(CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China)

Abstract:Localcompositequantileregressionestimationofreturnparametervectorfortime-varyingdiffusionmodelis
studied.Basedondiscretelyobservedsample,thelocallinearcompositequantileregression(CQR)estimationofthedriftparam-
etervectorisproposedbyusingthelocallinearfittingforparametervector,andtheasymptoticnormalityoflocalestimationis
verified.Moreover,theasymptoticbiasandasymptoticvarianceofthelocalestimationareprovided.

Keywords:time-varyingdiffusionmodel;time-varyingparametervector;locallinearfitting;compositequantileregression
estimation;asymptoticnormality
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