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由微分算子和从属关系定义的解析函数类的包含关系
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摘 要:研究了三类单位圆盘内利用算子函数Eλ
α,β定义的单叶解析函数类Sλ

α,β(η;ϕ),Cλ
α,β(η;ϕ,ψ),Rλ

α,β(η,

γ;ϕ,ψ),运用微分从属的理论研究得到了它们的包含关系,并结合Nunokawa引理得到其特殊子类的包含关系.
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设 A表示单位圆盘U={z∈C∶|z|<1}内具有泰勒展开式f(z)=z+∑
∞

k=1
ak+1zk+1 的单叶解析函数

族,g 在U 内解析且由下式定义g(z)=z+∑
∞

k=1
bk+1zk+1,f 和g 的 Hadamard乘积(或卷积)定义为

(f*g)(z)=z+∑
∞

k=1
ak+1bk+1zk+1.

称f 从属于g,记为f≺g或者f(z)≺g(z)(z∈U),如果存在U 内的Schwarz函数w(z)(在U 内解

析且满足w(0)=0,|w(z)|<1的函数)使得f(z)=g(w(z)).特别地,如果g在U 单叶,则f(z)≺g(z)
等价于f(0)=g(0),f(U)⊂(U).本文约定P表示所有的满足R{p(z)}>0(z∈U),p(0)=1的正实部函

数p(z)组成的集合,Q表示所有满足ϕ(U)为凸函数且关于实数轴对称的函数ϕ(z)∈P组成的集合.若ϕ∈

Q,文献[1]定义了函数类S*(ϕ),K(ϕ),C(ϕ,ψ)为:S*(ϕ)={f∶f∈A,zf'
(z)

f(z)≺ϕ(z),z∈U},K(ϕ)=

{f∶f∈A,1+
zf″(z)
f'(z)≺ϕ(z),z∈U},和C(ϕ,ψ)={f∶f∈A,g(z)∈S*(ψ),

zf'(z)
g(z) ≺ϕ(z),z∈

U}.
显然,f(z)∈K(ϕ)当且仅当zf'(z)∈S*(ϕ).关于上述函数类及其推广,可以查阅文献[2-8].最近,文献

[9]引进了一类新奇的函数Eλ
α,β(z)如下:Eλ

α,β(z)=z+∑
∞

k=1

Γ(β)(λ)k
Γ(αk+β)k!

zk+1,这里α>0,β>0,λ>0,

其中Γ表示伽马函数,(a)k =a(a+1)…(a+k-1).注意到,这类函数有下面很多种重要形式:E1
1,1(z)=

zez;E2
1,1(z)=z(z +1)ez;E1

2,1(z)=zcosh(z);E2
2,1(z)=zcosh(z)+

1
2z zsinh(z);E1

2,2(z)=

zsinh(z);E2
2,2(z)=

1
2
(zsinh(z)+zcosh(z));E1

2,3(z)=6(
sinh(z)

z
-1).利用函数Eλ

α,β(z),结
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合Hadamard乘积,定义如下算子函数:Eλ
α,βf(z)=z+∑

∞

k=1

Γ(β)(λ)k
Γ(αk+β)k!

ak+1zk+1,本文将上述参数进行推

广为α,β,λ均为复数,以下同.有关算子函数Eλ
α,β 及其相应的性质,可以查阅文献[10-13].容易验算,算子函

数具有下面的性质

αz(Eλ
α,β+1f(z))'=βEλ

α,βf(z)+(α-β)Eλ
α,β+1f(z), (1)

z(Eλ
α,βf(z))'=(1-λ)Eλ

α,βf(z)+λEλ+1
α,βf(z). (2)

  本文利用算子函数Eλ
α,β 定义了3类函数类如下:

Sλ
α,β(η;ϕ)= f∶f∈A,11-η

(z
(Eλ

α,βf(z))'
Eλ

α,βf(z)
-η)≺ϕ(z),z∈U{ }, (3)

Cλ
α,β(η;ϕ,ψ)= f∶f∈A,Eλ

α,βg(z)∈S*(ψ),
1
1-η

(z
(Eλ

α,βf(z))'
Eλ

α,βg(z)
-η)≺ϕ(z),z∈U{ }, (4)

Rλ
α,β(η,γ;ϕ,ψ)={f∶f∈A,Eλ

α,βg(z)∈S*(ψ),
1
1-η

((1-γ)
Eλ

α,βf(z)
Eλ

α,βg(z)
+

γ
(Eλ

α,βf(z))'
(Eλ

α,βg(z))'
-η)≺ϕ(z),z∈U}. (5)

这里0⩽η<1,γ⩾0,且ϕ,ψ ∈Q.特别地,当η=0时,记Sλ
α,β(0;ϕ)=Sλ

α,β(ϕ).注意到,对上述3类函数

类中的参数选取合适的值,可以退化为一些特殊的函数类:
(1)取α=0,λ=1,则函数类S1

0,β(η;ϕ)由文献[14]定义并由文献[15]进行改进研究;
(2)取α=0,λ=1,η=0,则函数类S1

0,β(0;ϕ)就是函数类S*(ϕ),C10,β(0;ϕ,ψ)为近于凸函数.
当参数设置为其他形式时,文献[16-18]也做过相应的研究.综合上述文献的研究,本文主要利用从属

性质研究上述3类函数类的包含关系及其特殊形式的函数类的包含关系.

1 主要结论

引理1[19] 设函数h(z)为U 内的凸函数且满足 R{βh(z)+γ}>0,函数p(z)在U 内解析且满足

p(0)=h(0)=1,则从属关系p(z)+
zp'(z)

βp(z)+γ ≺h(z)⇒p(z)≺h(z).

引理2[19] 设函数h(z)为U 内的凸函数,P:U→C 为U 内的正实部函数,函数p(z)在U 内解析且满

足p(0)=h(0)=1,则p(z)+P(z)·zp'(z)≺h(z)⇒p(z)≺h(z).

定理1 若R{λ}⩾1-η,R{βα
}⩾1-η,Eλ

α,βf(z)≠0(z∈U\{0}),则

Sλ+1
α,β(η;ϕ)⊂Sλ

α,β(η;ϕ)⊂Sλ
α,β+1(η;ϕ).

  证明 先证明左边的包含关系.设f(z)∈Sλ+1
α,β(η;ϕ),由定义得

1
1-η

(z
(Eλ+1

α,βf(z))'
Eλ+1

α,βf(z)
-η)≺ϕ(z). (6)

记

p(z)=
1
1-η

z(Eλ
α,βf(z))'

Eλ
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (7)

容易验证p(z)在U 内单叶且p(0)=1.由(2)式和(7)式,可以得到下面的等式关系

(1-η)p(z)+η+λ-1=
z(Eλ

α,βf(z))'
Eλ

α,βf(z)
+λ-1=

z(Eλ
α,βf(z))'+(λ-1)Eλ

α,βf(z)
Eλ

α,βf(z)
=
λEλ+1

α,βf(z)
Eλ

α,βf(z)
.(8)

对(8)式两边取对数后再求导数,得
(1-η)p'(z)

(1-η)p(z)+η+λ-1=
(Eλ+1

α,βf(z))'
Eλ+1

α,βf(z)
-
(Eλ

α,βf(z))'
Eλ

α,βf(z)
. (9)

结合(7)式和(9)式得
z(Eλ+1

α,βf(z))'
Eλ+1

α,βf(z)
=(1-η)p(z)+η+

(1-η)zp'(z)
(1-η)p(z)+η+λ-1

,因此

01 河南师范大学学报(自然科学版)                2018年



1
1-η

z(Eλ+1
α,βf(z))'

Eλ+1
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷=p(z)+

zp'(z)
(1-η)p(z)+η+λ-1

. (10)

由(6)式结合(10)式,得到下面的从属关系

p(z)+
zp'(z)

(1-η)p(z)+η+λ-1≺ϕ(z). (11)

由于ϕ(z)∈Q为正实部函数,且R{(1-η)ϕ(z)+η+λ-1}>R(η+λ-1)⩾0,因此,利用引理1和(11)
式,得到p(z)≺ϕ(z),即f(z)∈Sλ

α,β(η;ϕ),所以Sλ+1
α,β(η;ϕ)⊂Sλ

α,β(η;ϕ).
下面证明右边包含关系.设f(z)∈Sλ

α,β(η;ϕ),则由(3)式,有

1
1-η

z(Eλ
α,βf(z))'

Eλ
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≺ϕ(z). (12)

记

q(z)=
1
1-η

z(Eλ
α,β+1f(z))'

Eλ
α,β+1f(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (13)

容易验证q(z)在U 单叶且q(0)=1.由(1)式和(13)式,有

(1-η)q(z)+η+β
α -1=

z(Eλ
α,β+1f(z))'

Eλ
α,β+1f(z)

+β
α -1=

z(Eλ
α,β+1f(z))'+(βα -1)Eλ

α,β+1f(z)

Eλ
α,β+1f(z)

=

β
αEλ

α,βf(z)

Eλ
α,β+1f(z)

. (14)

(14)式两端取对数后求导数,得
(1-η)q'(z)

(1-η)q(z)+η+β
α -1

=
(Eλ

α,βf(z))'
Eλ

α,βf(z)
-
(Eλ

α,β+1f(z))'
Eλ

α,β+1f(z)
. (15)

结合(13)式和(15)式,得
z(Eλ

α,βf(z))'
Eλ

α,βf(z)
=(1-η)q(z)+η+

(1-η)zq'(z)

(1-η)q(z)+η+β
α -1

.因此

1
1-η

z(Eλ
α,βf(z))'

Eλ
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷=q(z)+

zq'(z)

(1-η)q(z)+η+β
α -1

. (16)

再结合(12)、(16)式,得到

q(z)+
zq'(z)

(1-η)q(z)+η+β
α -1

≺ϕ(z). (17)

因为ϕ(z)∈Q且R{(1-η)ϕ(z)+η+β
α -1}>R{η+β

α -1}⩾0,利用引理1和(17)式,得到f(z)∈

Sλ
α,β+1(η;ϕ),即Sλ

α,β(η;ϕ)⊂Sλ
α,β+1(η;ϕ).右边的包含关系得证.

由定理1,很容易得到下面的结合,它将在后续的定理证明过程中用到.在定理1中令η=0,有

Sλ+1
α,β(ϕ)⊂Sλ

α,β(ϕ). (18)

  定理2 若R{λ}⩾1,Eλ
α,βg(z)≠0(z∈U\{0}),则Cλ+1

α,β(η;ϕ,ψ)⊂Cλ
α,β(η;ϕ,ψ)⊂Cλ

α,β+1(η;ϕ,ψ).
  证明 先证左边的包含关系.设f(z)∈Cλ+1

α,β(η;ϕ,ψ),由(4)式,有下面的从属关系

1
1-η

z(Eλ+1
α,βf(z))'

Eλ+1
α,βg(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≺ϕ(z), (19)

这里Eλ+1
α,βg(z)∈S*(ψ),结合(18)式,有

z(Eλ+1
α,βg(z))'

Eλ+1
α,βg(z)

≺ψ(z)⇒
z(Eλ

α,βg(z))'
Eλ

α,βg(z)
≺ψ(z), (20)

即Eλ+1
α,βg(z)∈S*(ψ)⇒Eλ

α,βg(z)∈S*(ψ),现记
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u(z)=
1
1-η

z(Eλ
α,βf(z))'

Eλ
α,βg(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (21)

容易验证u(z)在U 内解析且u(0)=1.将(21)式做恒等变形,得
[(1-η)u(z)+η]Eλ

α,βg(z)=z(Eλ
α,βf(z))'. (22)

由于z Eλ
α,βf(z)( )'=Eλ

α,β(zf'(z)),对(22)式两端求导数,得 (1-η)u'(z)Eλ
α,βg(z)+[(1-η)u(z)+

η](Eλ
α,βg(z))'=(Eλ

α,β(zf'(z)))',即

(1-η)zu'(z)+[(1-η)u(z)+η]
z(Eλ

α,βg(z))'
Eλ

α,βg(z)
=
z(Eλ

α,β(zf'(z)))'
Eλ

α,βg(z)
. (23)

结合(2)、(21)、(23)式,经过推导

z(Eλ+1
α,βf(z))'

Eλ+1
α,βg(z)

=
λEλ+1

α,β(zf'(z))
λEλ+1

α,βg(z)
=
z(Eλ

α,β(zf'(z)))'+(λ-1)Eλ
α,β(zf'(z))

z(Eλ
α,βg(z))'+(λ-1)Eλ

α,βg(z)
=

z(Eλ
α,β(zf'(z)))'
Eλ

α,βg(z)
+
(λ-1)Eλ

α,β(zf'(z))
Eλ

α,βg(z)
z(Eλ

α,βg(z))'
Eλ

α,βg(z)
+(λ-1)

=(1-η)
zu'(z)

z(Eλ
α,βg(z))'

Eλ
α,βg(z)

+λ-1
+(1-η)u(z)+η,

所以

1
1-η

z(Eλ+1
α,βf(z))'

Eλ+1
α,βg(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷=u(z)+

zu'(z)
Q(z)+λ-1

, (24)

这里Q(z)=
z(Eλ

α,βg(z))'
Eλ

α,βg(z)
≺ψ(z)(ψ(z)∈Q).由于

R 1
Q(z)+λ-1{ }=R

Q(z)+λ-1
(Q(z)+λ-1)(Q(z)+λ-1){ }=

1
|Q(z)+λ-1|2

R{Q(z)+λ-1}>
R{λ-1}

|Q(z)+λ-1|2
⩾0,

利用引理2和(19)、(24)式,得到u(z)≺ϕ(z),即f(z)∈Cλ
α,β(η;ϕ,ψ),即Cλ+1

α,β(η;ϕ,ψ)⊂Cλ
α,β(η;ϕ,ψ),

结论的第一部分成立.证明的第二部分同定理1,这里由于篇幅原因故省掉.
定理3 若γ⩾0,Nλ

ξ(a,c)g(z)≠0(z∈U\{0}),则Rλ
α,β(η,γ;ϕ,ψ)⊂Rλ

α,β(η,0;ϕ,ψ).
证明 当γ=0时,结论显然成立,下面讨论γ>0的情形.设f(z)∈Rλ

α,β(η,γ;ϕ,ψ),由(5)式,有从属

关系

1
1-η

(1-γ)
Eλ

α,βf(z)
Eλ

α,βg(z)
+γ

(Eλ
α,βf(z))'
(Eλ

α,βg(z))'
-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≺ϕ(z), (25)

这里Eλ
α,βg(z)∈S*(ψ),即

z(Eλ
α,βg(z))'

Eλ
α,βg(z)

≺ψ(z)(ψ(z)∈Q).记

s(z)=
1
1-η

Eλ
α,βf(z)

Eλ
α,βg(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (26)

容易验证s(z)在U 内单叶且s(0)=1.由(26)式,有
[(1-η)s(z)+η]Eλ

α,βg(z)=Eλ
α,βf(z). (27)

对(27)式两端求导数,得 (1-η)s'(z)Eλ
α,βg(z)+[(1-η)s(z)+η](Eλ

α,βg(z))'=(Eλ
α,βf(z))',即

(1-η)s(z)+η+
(1-η)s'(z)Eλ

α,βg(z)
(Eλ

α,βg(z))'
=
(Eλ

α,βf(z))'
(Eλ

α,βg(z))'
. (28)

结合(27)、(28)式,有

(1-γ)
Eλ

α,βf(z)
Eλ

α,βg(z)
+γ

(Eλ
α,βf(z))'
(Eλ

α,βg(z))'
=(1-η)s(z)+η+(1-η)γ

zs'(z)
P(z)

, (29)

这里P(z)=
z(Eλ

α,βg(z))'
Eλ

α,βg(z)
≺ψ(z),由从属的定义和ψ(z)∈Q,得R{P(z)}>0.结合(25)、(29)式,有
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s(z)+γzs'(z)
P(z)≺ϕ(z). (30)

而R γ
P(z){ }=R

γP(z)
P(z)P(z){ }= γ

|P(z)|2
R{P(z)}>0,利用引理2和(30)式,得s(z)≺ϕ(z),即f(z)∈

Rλ
α,β(η,0;ϕ,ψ).定理3得证.

下面取0<α⩽1,ϕ(z)=(
1+z
1-z

)α,上述3类函数类将退化为幅角函数类

SSλ
α,β(η,α)= f∶f∈A,arg

z(Eλ
α,βf(z))'

Eλ
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ <

πα
2
,z∈U{ }, (31)

SCλ
α,β(η,α,ψ)= f∶f∈A,Eλ

α,βg(z)∈S*(ψ),arg
z(Eλ

α,βf(z))'
Nλ

ξ(a,c)g(z)
-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ <

πα
2
,z∈U{ },和

SRλ
α,β(η,γ,α,ψ)={f∶f∈A,Eλ

α,βg(z)∈S*(ψ),|arg((1-γ)
Eλ

α,βf(z)
Eλ

α,βg(z)
+

γ
(Eλ

α,βf(z))'
(Eλ

α,βg(z))'
-η)|<

πα
2
,z∈U}.

  下面得到这几类特殊函数类的一些性质.

引理3(Nunokawa引理[20]) 设函数p(z)在U 内解析,p(z)≠0,且定义为p(z)=1+∑
∞

k=m
pkzk(pm ≠

0).若存在某个正数0<α⩽1和U内某点z0(|z0|<1),使得在|z|<|z0|内有|arg{p(z)}|<
πα
2
(|z|<

|z0|),在 点 z0 处 有 |arg{p(z0)}|=
πα
2
,则 存 在 实 数l ⩾

m(a+a-1)
2 ⩾ m,使 得

z0p'(z0)
p(z0) =

2ilarg{p(z0)}
π

,这里 [p(z0)]1/α =±ia(a>0).

定理4 若R{λ}⩾1-η,R{βα
}⩾1-η,Eλ

α,βf(z)≠0(z∈U\{0}),则存在r>0,m ∈N和0⩽δ<

α,使得SSλ+1
α,β(η,σ)⊂SSλ

α,β(η,α),这里

σ=α+
2
πarctan

[mαcos(πδ2
)/(r+mαsin(πδ2

))]. (32)

  证明 设f(z)∈SSλ+1
α,β(η,σ),由(31)式,有

arg
z(Eλ+1

α,βf(z))'
Eλ+1

α,βf(z)
-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ <

πσ
2
(0⩽η<1;0<σ⩽1), (33)

存在函数ϕ(z)定义为ϕ(z)=(
1+z
1-z

)σ ∈Q,使得

1
1-η

z(Eλ+1
α,βf(z))'

Eλ+1
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≺ϕ(z). (34)

定义

p(z)=
1
1-η

z(Eλ
α,βf(z))'

Eλ
α,βf(z)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (35)

由定理1的分析和(34)、(35)式,有p(z)≺ϕ(z).由于ϕ(z)∈Q,且p(z)≠0,因此arg{p(z)}有意义.
下面利用反证法证明定理4的结论.假设存在一点z0(|z0|<1)和实数0<α⩽1使得在|z|<|z0|

内有|arg{p(z)}|<
πα
2
(|z|<|z0|),在z0 处有|arg{p(z0)}|=

πα
2
,利用引理4,存在实数l满足l⩾

m(a+a-1)
2 ⩾m,使得

z0p'(z0)
p(z0) =

2ilarg{p(z0)}
π

, (36)
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这里 [p(z0)]1/α =±ia(a>0).由(10)式,有

arg
z(Eλ+1

α,βf(z0))'
Eλ+1

α,βf(z0)
-η

æ

è
ç

ö

ø
÷=argp(z0)+

z0p'(z0)
(1-η)p(z0)+η+λ-1

æ

è
ç

ö

ø
÷=

argp(z0)(1+
z0p'(z0)

p(z0)[(1-η)p(z0)+η+λ-1]
)æ

è
ç

ö

ø
÷=arg{p(z0)}+

arg1+
z0p'(z0)

p(z0)[(1-η)p(z0)+η+λ-1]
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (37)

引入复数的模r(r>0)和幅角δ(0⩽δ<α),使得

(1-η)p(z0)+η+λ-1=
z(Eλ

α,βf(z0))'
Eλ

α,βf(z0)
+λ-1≐re±i

πδ
2.

  如果在点z0处有arg{p(z0)}=
πα
2
,则由(36)式有arg

z(Eλ+1
α,βf(z0))'

Eλ+1
α,βf(z0)

-η
æ

è
ç

ö

ø
÷=
πα
2+arg(1+

ilα
re

∓i
πδ
2)⩾

πα
2 +arctan[lαcos(

πδ
2
)/(r +lαsin(πα2

))].容 易 验 证,上 式 最 右 端 的 函 数 K(l)=lαcos(πδ2
)/(r +

lαsin(πα2
))单调递增,因此由(32)式,有

argp(z0)=arg
z(Eλ+1

α,βf(z0))'
Eλ+1

α,βf(z0)
-η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ⩾
πα
2 +arctan[mαcos(

πδ
2
)/(r+mαsin(πα2

))]=
πσ
2.

如果在点z0 处有arg{p(z0)}=-
πα
2
,利用相同的方法,有

argp(z0)=arg
z(Eλ+1

α,βf(z0))'
Eλ+1

α,βf(z0)
-η

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

πα
2 +arg(1-

ilα
re∓i

πδ
2)⩽

-
πα
2 -arctan[mαcos(

πδ
2
)/(r+mαsin(πα2

))]=-
πσ
2.

综合可得|arg{p(z0)}|⩾
πσ
2
,这与条件(33)式产生矛盾,因此在U 内不存在点z0 满足|arg{p(z0)}|=

πα
2
,即对所有z∈U 都有|arg{p(z)}|<

πα
2
,即f(z)∈SSλ

α,β(η,α).定理4得证.

利用同样的方法,可以得到定理5和定理6.
定理5 若R{λ}⩾1,Eλ

α,βg(z)≠0(z∈U\{0}),则存在r1>0,m ∈N和0⩽δ1<α 使得SCλ+1
α,β(η,

σ1,ψ)⊂SCλ
α,β(η,α,ψ),这里

σ1=α+
2
πarctan

[mαcos(
πδ1
2
)/(r1+mαsin(

πδ1
2
))].

  定理6 若γ⩾0,Eλ
α,βg(z)≠0(z∈U\{0}),则存在r2>0,m ∈N和0⩽δ2<α 使得SRλ

α,β(η,γ,

σ2,ψ)⊂SRλ
α,β(η,0,α,ψ),这里σ2=α+

2
πarctan

(mα)cos(
πδ2

2
)/(r2+mαsin(

πδ2

2
)).

2 结束语

本文主要研究函数Eλ
α,β(z)

[9]结合 Hadamard乘积引入的算子函数,定义了三类单位圆盘上的单叶解

析函数类,该函数类是近于凸函数、星象函数类的推广,利用从属关系的理论,研究得到了它们的包含关系.
从函数类的定义来看,不仅仅单叶函数具有此类性质,也可以将该方法和理论推广到多叶函数.对于多叶函

数的简单形式,文献[21-23]进行过相应的研究.
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Inclusionrelationshipsforcertainsubclassesofanalyticfunctionsinvolving
differntialoperatorandsubordination

DuJunjie1a,QinChuan1a,LIXiaofei1b,2

(1.a.CollegeofTechnologyandEngineering;b.SchoolofInformationandMathematics,YangtzeUniversity,Jingzhou434020,China;

2.DepartmentofMathematics,UniversityofMacau,Taipa999078,China)

  Abstract:Inthispaper,byusingtheoperatorEλ
α,βwedefinethreesubclassesofanalyticfunctionsSλ

α,β(η;ϕ),Cλ
α,β(η;ϕ,

ψ),Rλ
α,β(η,γ;ϕ,ψ)intheunitdisc.Theobjectofthispaperistoinvestigatetheinclusionrelationshipofthesesubclasseswith

thetheoryofdifferentialsubordination.CombinationwithNunokawalemma,wealsoobtaintheinclusionrelationshipofspecial
subclasses.

Keywords:analyticfunction;differentialoperator;differentialsubordination;nunokawalemma
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