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一类扰动线性方程组的迭代学习控制求解方法
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摘 要:针对一类系数矩阵中含有扰动的线性方程组,提出了一种基于迭代学习控制的求解方法.首先将扰动

线性方程组的求解问题转化为线性离散不确定系统的可镇定性问题;接着给出了扰动线性方程组有解的一个充分

条件.然后,通过Lyapunov函数设计状态反馈控制器,得到确定迭代学习控制系统的学习律,并获得不确定系统跟踪

误差的上界及扰动线性方程组的近似解.最后仿真实验验证了所提求解方法的有效性.
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线性方程组已广泛应用于计算机科学、工程科学等诸多领域[1-2].许多科学领域中的难题,比如分数阶

积分微分方程的求解,机器人的控制方案设计等均能简化为线性方程组的求解问题[3-4].一般而言,线性方

程组的求解方法主要有直接法和迭代法.在线性方程组有解的情况下,可以通过直接法,如对线性方程组的

系数矩阵进行Gauss消元或Cholesky分解等来求解[5-6].迭代法具有节省大量存储和计算资源的优点,对
于大规模线性方程组,一般选择迭代法求解[7-8].

在现实科学研究中,线性方程组系数矩阵的元素是由物理测量或科学仪器收集得到的,这使得系数矩阵

中可能含有一定的扰动[9].例如一些网络系统不可避免地存在网络诱导时延、数据包丢失和环境干扰等问

题[10].由于扰动的不确定性,导致无法利用直接法求解系数矩阵中含有扰动的线性方程组.经典的迭代法,如
Jacobi,Gauss-Seidel等方法是基于系数矩阵分裂所发展的迭代法[11].当系数矩阵中含有扰动时,通过系数矩

阵分裂得到的迭代式无法进行迭代更新.文献[12-13]利用随机Kaczmarz迭代法分别给出了当线性方程组

右端向量含有扰动时的迭代解与真实解的期望误差界.Kaczmarz迭代法通过利用系数矩阵的行向量进行迭

代更新,其不能应用于系数矩阵中含有扰动的线性方程组的求解.
从控制理论的角度研究线性方程组求解是当前信息科学领域的一个热门研究问题.文献[14-15]利用

控制理论研究数值分析中一些基本的线性及非线性迭代方法,并从控制的角度说明了如何设计求解线性或

非线性方程组的标准迭代方法.文献[16]通过最优控制设计,得到了线性方程组的全局收敛算法.文献[17]
引入迭代学习控制(IterativeLearningControl,ILC)的思想,通过线性离散系统的状态反馈设计出迭代更新

律,并最终得到线性方程组的所有解.以上文献表明,控制设计与分析已成功运用于线性方程组的迭代求解.
然而,上述方法均未考虑系数矩阵中含有扰动的线性方程组求解问题.

本文针对一类系数矩阵中含有扰动的线性方程组,通过构建确定和不确定ILC系统,将扰动线性方程

组的求解问题转化为线性离散不确定系统的可镇定性问题,进而设计出迭代学习控制律,获得了扰动线性方

程组的近似解.

1 问题描述

对于如下形式的线性方程组
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BU=Y, (1)
其中系数矩阵B ∈Rn×m,向量U,Y 分别属于Rm,Rn.本文考虑一类系数矩阵含有扰动的线性方程组

B(I+ΔB)U=Y, (2)
其中ΔB ∈Rm×m 为扰动矩阵.

线性方程组(1)解的存在性可根据代数学方法来判定.在有解的情况下,可通过直接法或迭代法来获得

线性方程组的解.由于系数矩阵存在扰动,上述方法难以用来探讨扰动线性方程组(2)的解的存在性及求解

过程.
为了解决上述问题,构建如下不确定迭代学习控制(ILC)系统:

B(I+ΔB)Uk =Yk, (3)
其中Uk 为输入,Yk 为输出.那么扰动线性方程组(2)有解等价于设计输入序列{Uk:k∈Z+},使得输出序列

{Yk:k∈Z+}达到跟踪目标

lim
k→∞

Yk =Y. (4)

令系统(3)的跟踪误差为xk =Y-Yk,输入序列与输出序列差值分别为ΔUk =-uk =Uk+1-Uk,ΔYk =
Yk+1-Yk.根据文献[17],不确定ILC系统(3)达到跟踪目标(4)等价于线性不确定离散系统

xk+1=xk +B(I+ΔB)uk (5)
是可镇定的.

本文致力于探究线性不确定离散系统(5)的可镇定性条件,获得扰动线性方程组(2)有解的判定条件,并
设计迭代学习控制律来求其近似解.

2 预备知识

以下是本文推导过程中所用到的一些引理.
令线性方程组(1)系数矩阵B 的秩为r.进一步假设由矩阵B 的列向量构成的线性空间span(B)的一组

基为h1,h2,…,hr ∈Rn,并令H1 为这组基构成的矩阵.选择Rn 中n-r个向量构成矩阵H2,使得矩阵H=
H1 H2[ ] ∈Rn×n 可逆,即存在矩阵F=[F1 F2]T 使得下式成立

FH =
FT
1H1 FT

1H2

FT
2H1 FT

2H2
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  利用定义的H 和F,有如下引理1和2.
引理1[17] span(B)⊕span(F2)=Rn.
引理2[17] 若线性方程组BU=Y 有解,则确定ILC系统BUk=Yk 在学习律Uk+1=Uk+K(Y-Yk)下

达到跟踪目标lim
k→∞

Yk =Y.对于任意选取的初始向量U0,在学习律下产生的输入序列{Uk:k∈Z+}收敛于如

下集合中的元素

ΘILC(Y)={U∞ =lim
k→∞

Uk =[I-KH1(FT
1BKH1)-1FT

1B]U0+KH1(FT
1BKH1)-1FT

1Y|U0 ∈Rm}.

其中K 满足:K=KFT
1,谱半径ρ(I-FT

1BK)<1.
注1 引理2表明,对于不含扰动的线性方程组,利用确定ILC系统的学习律得到的输入序列{Uk:k∈

Z+}收敛于线性方程组的解,并通过任意选取初始向量U0,得到线性方程组的所有解.
引理3[18] 设A ∈Rn×n 是非奇异矩阵.若 ‖A-1‖2‖D‖2 <1,则A+D 是非奇异矩阵.

3 主要结果

3.1 扰动线性方程组有解的判定

由于线性不确定离散系统(5)的状态矩阵是单位矩阵,所以其能控型矩阵C=[B(I+ΔB) B(I+
ΔB) … B(I+ΔB)]的秩等于矩阵B(I+ΔB)的秩.当矩阵C行满秩(即rank(C)=rank(B(I+ΔB))=
n)时系统(5)完全能控.接下来探讨扰动矩阵ΔB 满足的条件,进而通过矩阵B 的秩来判定系统(5)的能控
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性,即扰动方程组(2)解的存在性.
定理1 若Y ∈span(B),且 ‖ΔB‖2 <1,则扰动线性方程组(2)有解.
证明 根据引理3,当 ‖ΔB‖2<1时,矩阵I+ΔB 可逆,且rank(B(I+ΔB))=rank(B).当rank(B)=

n时,易知系统(5)完全能控,所以扰动线性方程组(2)有解.当rank(B)<n时,易知系统(5)不完全能控.令

xk =Fxk =[F1 F2]Txk.根据卡尔曼分解和引理1可得:
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因为Y∈span(B),所以xNC
k+1=x

NC
k =FT

2(Y-Yk)=FT
2Y=0,∀k∈Z+.由于矩阵FT

2B(I+ΔB)是行满秩

的,所以子系统

xC
k+1=x

C
k +FT

1B(I+ΔB)uk (6)

完全能控,即存在状态反馈uk =-KxC
k,使得lim

k→∞
xC

k =0.进一步结合xNC
k =0,可得:

lim
k→∞

xk =lim
k→∞

Hxk =lim
k→∞
[H1xC

k H2xNC
k ]=0.

于是系统(5)可镇定,扰动线性方程组(2)有解.
注2 对于一个不完全能控的线性离散系统,当其不能控部分稳定时,则该系统是可镇定的.本文中的线

性不确定离散系统(5)的状态矩阵是单位矩阵,故只需让不能控部分的状态始终为0即可保证系统是稳定的.
3.2 扰动线性方程组的迭代学习控制求解

根据定理1,系统(5)存在状态反馈uk =-KxC
k =-KFT

1xk,使得跟踪误差lim
k→∞

xk =lim
k→∞
(Y-Yk)=0.但

由于不确定ILC系统(3)中含有扰动(ΔB 未知),所以利用线性离散不确定系统(5)的状态反馈控制而设计

的学习律中也将含有扰动,进而无法对任意选取的初始输入U0进行迭代更新.为了解决上述迭代问题,构建

如下确定ILC系统

BUk =̂Yk. (7)

令x̂k =Y-Ŷk 为跟踪误差.则相应的线性离散系统为

x̂k+1 =̂xk +Buk. (8)

  通过不含扰动的确定ILC系统(7)来研究不确定ILC系统(3).Lyapunov函数是分析系统渐近稳定的有

力工具[19].当系统(8)可镇定时,通过Lyapunov函数设计迭代学习控制律,从而得到不确定ILC系统(3)的
学习律.

定理2 当Y ∈span(B)时,状态反馈控制

uk =-γBTF1(F
T
1BB

TF1)-1F
T
1̂xk

确保线性离散系统(8)渐近稳定,并且迭代学习律

Uk+1=Uk +γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1FT

1̂xk =(I-γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1FT

1B)Uk +

γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1FT

1Y, (9)

确保确定ILC系统(7)达到跟踪目标lim
k→∞

Ŷk =Y,输入序列{Uk:k∈Z+}收敛于

U=lim
k→∞

Uk =[I-2KH1F
T
1B]U0+2KH1FT

1Y,

其中U0 为任意选取的初始向量,0<γ<2是一个常数.
证明 不失一般性,设rank(B)=r.令xk =F̂xk =[F1 F2]Tx̂k,根据卡尔曼分解和引理1,可得
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因为Y ∈span(B),所以xNC
k+1=x

NC
k =FT

2(Y-Ŷk)=0,∀k∈Z+.考虑子系统

xC
k+1=x

C
k +FT

1Buk. (10)

取Lyapunov函数V[xC
k]=(x

C
k)

TxC
k.则该函数向前一步差分为

01 河南师范大学学报(自然科学版)                2022年



ΔV=(xC
k+1
)TxC

k+1-(x
C
k)

TxC
k =(xC

k +FT
1Buk)T(xC

k +FT
1Buk)-(xC

k)
TxC

k =
(xC

k)
T(xC

k +FT
1Buk)+uT

kB
TF1(x

C
k +FT

1Buk)-(xC
k)

TxC
k.

将状态反馈uk =-γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1xC

k 代入上式中,可得ΔV=γ(γ-2)‖xC
k‖

2
3.当0<γ<2时,有

ΔV <0.根据Lyapunov第二方法,易知子系统(10)是渐近稳定的.进一步结合xNC
k =0,可得

lim
k→∞̂

xk =lim
k→∞

Hxk =lim
k→∞
[H1x

C
k H2x

NC
k ]=0.

故系统(8)在uk =-γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1xC

k =-γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1FT

1̂xk 下是渐近稳定的.取 K =

γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1.易知ρ(I-FT

1BK)=ρ((1-γ)I)=|1-γ|<1.根据引理2,确定ILC系统(7)在学

习律(9)下达到跟踪目标lim
k→∞

Ŷk =Y,且输入序列{Uk:k∈Z+}收敛于U.

注3 定理2表明,在学习律(9)下,输入序列 {Uk:k∈Z+}与输出序列{Yk:k∈Z+}分别收敛于U,Y.
对确定ILC系统(7)两边取极限,有BU=Y.可见U 恰为线性方程组(1)的解.

针对不确定ILC系统(3),采用学习律(9),考察输出序列 {Yk:k∈Z+}与扰动方程组(2)的右端向量Y
之间的误差.

定理3 若Y∈span(B),且‖ΔB‖2<s<1,则对于任意选取的初始向量U0,不确定ILC系统(3)在
学习律(9)下得到的输出序列{Yk:k∈Z+}与扰动线性方程组(2)的右端向量Y 之间的误差界满足

‖Y-Y∞‖=lim
k→∞
‖Y-Yk‖ ⩽s‖B‖2‖U‖2,

其中U 为线性方程组(1)的解.
证明 取uk=-KFT

1̂xk=-γBTF1(F
T
1BB

TF1)
-1FT

1̂xk.根据定理2,系统(8)渐近稳定,即lim
k→∞̂

xk=0.于

是,易知

‖Y-Yk‖2=‖Y-Ŷk +Ŷk -Yk‖2 ⩽ ‖Y-Ŷk‖2+ ‖̂Yk -Yk‖2=‖̂xk‖2+‖BΔBUk‖2.
当k→ ∞ 时,有 ‖Y-Y∞‖=lim

k→∞
‖Y-Yk‖ ⩽s‖B‖2‖U‖2.

推论1 若Y∈span(B),且 ‖ΔB‖2 足够小时,则线性方程组(1)的解U 为扰动方程组(2)的近似解.

4 仿真算例

考虑如下扰动线性方程组

B(I+ΔB)U=Y,
其中ΔB 是未知的扰动矩阵,

B=

1 0 0 0 2 3
0 2 3 2 0 0
1 -2 -3 0 2 3
0 0 0 2 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

T

,Y=[1 2 3 0 2 3]T.

显然rank(B)=3,选择系数矩阵B 的前3列构成行满秩矩阵

H1=
1 0 0 0 2 3
0 2 3 2 0 0
1 -2 -3 0 2 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

T

,

使得span(H1)=span(B).构建不确定ILC系统(3),取F1=H1(HT
1H1)

-1,根据定理2中(9)式,取γ=1/2.
利用 MATLAB计算反馈增益矩阵K 并得到学习律

K=

0.0268 0.0385 0.0577 -0.0625 0.0536 0.0804
0.0089 0.0385 0.0577 0.0625 0.0179 0.0268
0.0089 -0.0385 -0.0577 0.0625 0.0179 0.0268

-0.0089 -0.0385 -0.0577 0.1875 -0.0179 -0.0268

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,
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Uk+1=

0.625 -0.125 -0.125 0.125
-0.125 0.625 0.125 -0.125
-0.125 0.125 0.625 -0.125
0.125 -0.125 -0.125 0.625
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ê
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Uk +

0.625
0.375

-0.125
-0.375
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ú

. (11)

  为了验证所提方法的有效性,在系数矩阵B 中分别加入服从标准高斯分布和区间(0,1)上均匀分布的

随机扰动.
例1 利用 MATLAB生成由标准高斯分布的随机数组成的矩阵,以其0.001的倍数作为扰动矩阵

ΔB1=

0.64901 0.84556 -0.19686 1.50940
1.18117 -0.57266 0.58644 0.87587

-0.75845 -0.55868 -0.85189 -0.24279
-1.10961 0.17838 0.80032 0.16681

é
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ê

ù
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ú
ú

×10-3,

可计算出 ‖ΔB1‖2=0.0024.选择初始输入向量U0=[1 0 0 1]T,在学习律(11)下,输入序列{Uk:k∈
Z+}各分量的变化曲线及输出序列{Yk:k∈Z+}与扰动线性方程组(2)右端向量Y 之间的跟踪误差变化的

仿真结果如图1和图2所示.

图1给出了在学习律(11)下输入序列Uk 的各个分量随迭代次数的变化曲线.从图1中可以看出,随着

迭代次数的增加,输入序列{Uk:k∈Z+}收敛于U1=[1.75 0.25 -0.75 -0.25]T,而U1 恰为线性方程

组BU=Y 的解.图2给出了不确定ILC系统(3)的跟踪误差 ‖Y-Yk‖ 随迭代次数的变化曲线.从中可以

看出,经过多次迭代后,其跟踪误差逐渐减小,且第15次的迭代输出为

Y15=[0.9984 2.0002 3.0002 -0.0014 1.9968 2.9952]T.
此时不确定ILC系统(3)的跟踪误差为 ‖Y-Y15‖2=0.0061,小于定理2所提的误差界,即‖Y-Y15‖2=
0.0061< ‖ΔB1‖2‖B‖2‖U1‖2=0.0302.

例2 利用Matlab生成由区间(0,1)上均匀分布的随机数组成的矩阵,以其0.001的倍数作为扰动矩阵

ΔB2=

0.43599 0.42037 0.29965 0.13458
0.02593 0.33033 0.26682 0.51357
0.54966 0.20465 0.62113 0.18444
0.43532 0.61927 0.52914 0.78534

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

×10-3,

可计算出 ‖ΔB2‖2=0.0017.选择初始输入向量U0=[1 0 1 0]T,在学习律(11)下,输入序列{Uk:k∈
Z+}各分量的变化曲线及输出序列{Yk:k∈Z+}与扰动线性方程组(2)右端向量Y 之间的跟踪误差变化的

仿真结果如图3和图4所示.
从图3中可以看出,随着迭代次数的增加,输入序列 {Uk:k∈Z+}收敛于U2=[1.25 0.75 -0.25 

-0.75]T,而U2 也为线性方程组BU=Y 的一个解.从图4中可以看出,经过多次迭代后,其跟踪误差也逐渐

减小,并且第18次的迭代输出为
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Y18=[0.9984 2.0002 3.0002 -0.0014 1.9968 2.9952]T.
此时不确定ILC系统(3)的跟踪误差为 ‖Y-Y18‖2=0.0053,仍然小于定理2所提的误差界,即 ‖Y-
Y18‖2=0.0053< ‖ΔB2‖2‖B‖2‖U2‖2=0.0177.

5 结 论

本文基于迭代学习控制的思想,探讨了一类扰动线性方程组解的存在性判定条件,并给出了其迭代求解

算法.利用系数矩阵的列向量与常数项的关系以及扰动矩阵的上界,给出了扰动线性方程组有解的充分条

件.设计迭代学习控制律,获得不确定ILC系统跟踪误差的上界及扰动线性方程组的近似解.
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Iterativelearningcontrolmethodforsolvingaclassofperturbed
linearalgebraicequations

LiJuntao1,LiangCong1,TangYong2

(1.CollegeofMathematicsandInformationScience,HenanNormalUniversity,Xinxiang453007,China;

2.XinxiangAviationIndustry(Group)Co.,Ltd,Xinxiang453003,China)

  Abstract:Asolvingmethodbasedoniterativelearningcontrolwasproposedforaclassoflinearalgebraicequationswith
perturbationsinthecoefficientmatrix.Firstly,thesolvingoflinearalgebraicequationswithperturbationswastransformedto
studythestabilizabilityofalineardiscreteuncertainsystem;then,asufficientconditionforthesolvabilityoftheperturbedlin-
earalgebraicequationswasgiven.Afterthat,thestatefeedbackcontrollerwasdesignedbytheLyapunovfunctiontoobtainthe
learninglawofthedeterministiciterativelearningcontrolsystem,basedonwhichtheupperboundofthetrackingerrorofthe
uncertainsystemandtheapproximatesolutionoftheperturbedlinearalgebraicequationswereobtained.Finally,thesimulation
experimentsverifiedtheeffectivenessoftheproposedmethod.

Keywords:perturbedlinearalgebraicequations;iterativelearning;statefeedback
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