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切换线性系统在一类切换策略下的鲁棒稳定性分析

熊建栋，任志敏

（河南师范大学 数学与信息科学学院，河南 新乡４５３００７）

摘　要：针对一类子系统都不稳定的切换线性系统在一类混合切换法则下的鲁棒稳定性进行了研究．在适当

的假设下，基于驻留时间和状态混合驱动的切换法则，系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数在切换时刻的衰减量可消除系统在驻

留时间驱动下的增加量，从而使系统趋于稳定．另外，在适当的假设条件下，受扰的切换线性系统在一个改进的切换

信号下具有良好的鲁棒稳定性．最后，一个数例仿真验证了切换设计的有效性．
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线性切换系统作为一类典型且又相对简单的切换系统，由有限个线性子系统和协调它们运行的切换法

则组成．切换法则是切换系统的一个重要特性，对系统的稳定性往往有直接影响．即使切换系统的所有子系

统都不稳定，通过选择适当的切换法则也可使系统稳定．因此，切换法则的设计是切换系统镇定性研究的一

个重要分支［１－５］．

目前，切换系统稳定性问题主要可以分为３类：（１）切换系统在任意切换序列下的稳定性；（２）对于一些

给定的受限类型切换序列，系统是否稳定；（３）构造切换序列使系统稳定，即镇定问题．其中，在切换序列是任

意的或者是限定的情况下，已有很多学者对其稳定性进行了研究．在任意切换下，每一个稳定的子系统存在

一个共同的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为切换系统的稳定提供了充分必要条件
［６］．但是，当某一类（个）切换法则给定

时，由共同Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数所确定的稳定性条件可能就会太过保守，这是因为很多切换系统都不存在共同的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
［３－４，６］．于是，在一些确定选择切换法则下的镇定性问题备受国内外学者关注．其中，多Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数法是解决镇定性问题的常用方法
［７－８］．

当切换系统的稳定性得到保证之后，其切换频率便是衡量其可行性的首要条件．因为在一些物理系统

中，高频切换或抖振会缩短关键部件寿命甚至造成系统损坏．如数字传输网络
［９］，输变电控制［１０－１１］等．目前，

许多学者的研究重点是如何设计使系统稳定且具有较低切换频率的切换法则．当所有的子系统都稳定时，

ＭＯＲＳＥ指出只要切换频率足够慢，就可保证系统稳定
［１２］．在此基础上，ＨＥＳＰＡＮＨＡ等人指出只要系统在

所有子系统的平均驻留时间足够大，即使系统在某个时间段有较高的切换频率，也可保证系统是指数稳定

的［１３］．当系统同时具有稳定子系统和不稳定子系统时，在考虑慢切换的同时还要求切换系统在不稳定的子

系统上驻留的时间不能过长［１４－１５］．文献［１６］在对状态空间分割的基础上设计了驻留时间切换法则，有效降

低了执行器的切换频率．

但是上述的这些方法不适用于解决所有子系统都是不稳定的情况，本文针对这种情形进行了探讨．事实

上，对于子系统是稳定的切换系统来讲，（平均）驻留时间切换法则的设计思想是：缓慢切换允许每次切换后

的瞬态效应得到充分消耗．也就是说，在驻留时间内Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数减少的量弥补了在切换时刻Ｌｙａｐｕｎｏｖ
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函数可能增加的量．对于子系统都不稳定的切换系统，自然的就会考虑是否可以将驻留时间切换法则的设计

思想反过来使用．也就是说，用在切换时刻Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数减少的量弥补在驻留时间Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数可能增

加的量，这是可以实现的［１７－１８］．本文运用驻留时间与最小切换相结合的切换法则来研究在驻留时间限制下，

子系统都不稳定的切换线性系统的鲁棒镇定性．特别地，多元二次型Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的稳定性条件将被放宽

为在驻留时间内为非减的．而在切换时刻，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的减少量将通过依赖状态的切换法则被迫减小．

另外，切换法则对系统扰动的鲁棒性也是设计所关心的一个重要问题．对于依赖时间反馈的切换法则，

系统只是简单地进行周期切换．而对于依赖状态反馈的切换法则，即使对标称系统良定的切换法则，在扰动

下也可能出现抖振现象［１９］．为了避免这种情况出现，ＳＵＮ将驻留时间切换法则和状态反馈切换法则结合起

来，设计了一种具有较低切换频率的切换法则［２０］，且该切换法则对外部扰动具有良好的鲁棒稳定性．但由于

文献［２０］采用的是一个共同Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，故具有一定的保守性．本文利用多Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法，在提出的

混合切换法则下，驻留时间驱动环节的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数也允许增加，不仅降低了条件的保守程度，还可确保

较低的切换频率．此外，在本文设计的切换法则下对应扰动系统也具有良好的鲁棒稳定性．

本文犚表示实数集，犚犿×狀 表示犿×狀维实矩阵，犛
狀×狀 表示狀×狀维实对称矩阵，且犛

狀×狀
＋ 表示正定的狀×

狀维实对称矩阵，犐表示任意维单位矩阵．对于连续时间系统，犕 表示一类梅茨勒矩阵的集合，犕 ＝｛∏＝

（π犻犼）狀×狀：π犻犼 ０，犻≠犼，且∑
狀

犻＝１

π犻犼＝０｝．

１　预备知识

考虑如下的线性连续切换系统：

狓（狋）＝犃σ（狋，狓）狓（狋）， （１）

其中：狓（狋）∈犚
狀 是状态变量，σ（狋，狓）∈ ｛１，２｝是分段常值切换法则，犃１，犃２ ∈犚

狀×狀 是相应子系统的系统

矩阵．

一般的，对于任意长度的时间段，切换的次数都是有限的，那么称切换法则是良定的．如果任意两个连续

的切换时刻狋犽和狋犽＋１，满足狋犽＋１－狋犽τ犇，那么就称切换法则σ有驻留时间τ犇．很明显，任意含有正的驻留时

间的切换法则一定是良定的．

本文考虑系统（１）的子系统都是不稳定的，但满足如下假设１．

假设１　给定标量μ ＞１，存在正定矩阵犘犻 ∈犛
狀×狀
＋ 和梅茨勒矩阵∏∈犕，使得

犙犻＝犃
Ｔ
犻犘犻＋犘犻犃犻 ＜－ ∑

２

犼＝１犼≠犻

π犼犻（μ犘犼－犘犻），犻＝１，２ （２）

成立．

其中，（２）式是一组双线性矩阵不等式，是一类特殊的非凸优化问题．一种解决方法是对π犻犼 进行多维搜

索，并对每个指定的π犻犼 求解线性矩阵不等式．另一种求解方法可根据文献［１７］的思想，条件（２）可以通过假

设梅茨勒矩阵具有相同的对角元素来进行简化，即－π犻犻＝λ０，犻，并用λ０（μ犘犼－犘犻）来替代 ∑
２

犼＝１犼≠犻

π犼犻（μ犘犼－

犘犻），犼．因此，对于一个给定的λ０，（２）式简化成为一个线性矩阵不等式，可有效减少运算量．显然λ０ ＞０．

对于线性切换系统（１），可选择类Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为

犞（狓（狋））∶＝狓
Ｔ（狋）犘犻狓（狋）， （３）

其中，犘犻为假设１中（２）式的解．且令矩阵犙犻＝犃
Ｔ
犻犘犻＋犘犻犃犻，犻＝１，２．记λ犻１，λ犻狀分别为正定矩阵犘犻的最小和

最大特征值．

２　主要结果

针对一类含驻留时间最小切换法则的切换线性系统，本节主要研究在该切换法则下，系统的稳定性及相

应扰动系统的鲁棒稳定性．
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２．１　切换法则及稳定性分析

对于所有子系统都是不稳定的切换系统，下述的定理表明，如果在每个切换瞬间，都能保证Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数是减小的，并且驻留时间是足够小的，那么该切换系统的稳定性是可以保证的．这样的切换策略被称为

驻留时间最小切换，形式如下：

狋犽＋１＝狋犽＋τ犇 ＋Δ狋，若σ（狋犽，狓）＝犻，

σ（狋犽＋１，狓）＝ａｒｇｍｉｎ犼∈｛１，２｝狓
Ｔ（狋犽＋１）犘犼狓（狋犽＋１），

烅
烄

烆
（４）

其中，Δ狋＝ｉｎｆ｛狋＞狋犽＋τ犇：狓
Ｔ（狋）犘犻狓（狋）－ｍｉｎ犼∈｛１，２｝μ狓

Ｔ（狋）犘犼狓（狋）０｝－狋犽－τ犇，狋犽 和狋犽＋１是两个相邻

的切换时刻．τ犇 ＞０是驻留时间，并且与最大的驻留时间τ

犇 之间满足关系：τ


犇 ＝
ｌｎ（μ）

λ０
τ犇 ＋ε，且ε＞０．

若系统服从此切换法则，根据上述定义，系统将受一种基于时间和状态相混合的切换机制控制．对于任意

非负的整数犽，在时间区间［狋犽，狋犽＋τ犇）和［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇）内，切换是受时间驱动的，与系统状态不直接相关．

另一方面，在时间区间［狋犽＋τ犇，狋犽＋１）及［狋犽＋１＋τ犇，狋犽＋２）内，切换是受状态驱动的，与系统的状态直接相关．

定理１　当假设１成立时，那么在切换法则（４）的作用下，系统（１）是指数稳定的．

证明　首先，假设σ（狋０，狓０）＝１，其中狓０是系统在初始时刻狋０的初始状态，则时间区间［狋０，＋∞）可分

解成∪
＋∞

犽＝０

［狋犽，狋犽＋２］．下面讨论系统在切换信号的一个信号周期［狋犽，狋犽＋２］内的情况：根据切换法则，在时间间隔

［狋犽＋τ犇，狋犽＋１）∪［狋犽＋１＋τ犇，狋犽＋２）内，系统由状态反馈机制控制，因而这一时间段是状态驱动期．类似的，［狋犽，

狋犽＋τ犇）∪ ［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇）是时间驱动期．

由不等式（２）得犞＝狓
Ｔ（狋）犙犻狓（狋）＜－狓

Ｔ（狋）∑
２

犼＝１犼≠犻

π犼犻（μ犘犼－犘犻）狓（狋）＜狓
Ｔ（狋）∑

２

犼＝１犼≠犻

π犼犻犘犻狓（狋）＜λ０犞，

其中，犞 是犞 关于时间的导数，λ０＝－ｍｉｎ｛π犻犻｝．

当狋∈ ［狋犽，狋犽＋τ犇）∪ ［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇）时，分别在［狋犽，狋犽＋τ犇）和［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇）上对上式积分得：

犞（狓（狋犽＋τ犇））＜ｅ
λ０τ犇 犞（狓（狋犽））， （５）

犞（狓（狋犽＋１＋τ犇））＜ｅ
λ０τ犇 犞（狓（狋犽＋１））． （６）

另一方面，根据切换法则（４），当狋∈ ［狋犽＋τ犇，狋犽＋１）∪ ［狋犽＋１＋τ犇，狋犽＋２）时，有犞 ＜０．从而，可得：

犞（狓（狋犽＋１））＜犞（狓（狋犽＋τ犇））， （７）

犞（狓（狋犽＋２））＜犞（狓（狋犽＋１＋τ犇））． （８）

　　根据切换法则（４），犞（狓（狋））在切换时刻满足

犞（狓（狋犽＋１））＜
１

μ
犞（狓（狋－犽＋１））， （９）

其中，狓（狋－犽＋１）＝ｌｉｍ
狋→狋－犽＋１

狓（狋）．

根据（５）～（９）式可得

犞（狓（狋犽＋２））＜
１

μ
犞（狓（狋－犽＋２））＜ｅ

－ｌｎμ犞（狓（狋犽＋１＋τ犇））＜ｅ
－ｌｎμｅλ０τ犇犞（狓（狋犽＋１））＜

ｅ－ｌｎμｅλ０τ犇μ
－１犞（狓（狋－犽＋１））＜ｅ

λ０τ犇 ｅ－２ｌｎμ犞（狓（狋犽＋τ犇））＜ｅ
－２ｌｎμｅ２λ０τ犇犞（狓（狋犽））＝ｅ

－２（ｌｎμ－λ０τ犇 ）犞（狓（狋犽）），

显然，当τ
犇 ＝
ｌｎ（μ）

λ０
τ犇 ＋ε时，犞（狓（狋犽＋２））＜ｅ

－２λ０ε犞（狓（狋犽）），故指数稳定得以实现．注意到，如果σ（狋０，

狓０）＝２，时间区间可分为［狋０，狋１］∪ ∪
＋∞

犽＝１

［狋犽，狋犽＋２］（ ）．在［狋０，狋０＋τ犇）中，（６）式成立；而在［狋０＋τ犇，狋１）中，（８）

式成立．

注：与参考文献［２０］相比，在本文提出的混合切换法则（４）下，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数在每个子系统的驻留时间

是允许增加的，虽然在一定程度上降低了条件的保守性，但是却也可能造成使该系统趋于稳定状态所需要的

时间增长，这是不可避免的．

２．２　鲁棒性分析

本小节将研究如下的受扰系统：
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狓（狋）＝犃σ（狋，狓）狓（狋）＋犳σ（狋，狓）（狋），狓（狋０）＝狓０， （１０）

其中犳犻∶［狋０，＋∞）→犚
狀 是系统扰动，且犳犻（·）是分段连续的．

定义犖犳＝ｓｕｐ
狋狋０

｛‖犳（狋）‖｝，如果犖犳 ＜＋∞，那么称犳（·）为有界；如果ｌｉｍ
狋→＋∞

‖犳（狋）‖＝０，那么称犳（·）

为收敛；如果存在正实数α及β，使得 ‖犳（狋）‖ βｅｘｐ（－α（狋－狋０）），狋∈ ［狋０，＋∞）成立，那么称犳（·）

为指数收敛．

另外，由于系统存在扰动，若系统在状态反馈机制环节持续时间过长，系统的稳定性可能会遭到破坏，故

需要对切换法则（４）在状态反馈机制的时间加入限制．修改的切换法则如下

狋犽＋１＝狋犽＋τ犇 ＋Δ狋，若σ（狋犽，狓）＝犻，

σ（狋犽＋１，狓）＝ａｒｇｍｉｎ犼∈｛１，２｝狓
Ｔ（狋犽＋１）犘犼狓（狋犽＋１），

烅
烄

烆
（１１）

其中，Δ狋＝ｍｉｎ｛ｉｎｆ｛狋＞狋犽＋τ犇∶狓
Ｔ（狋）犘犻狓（狋）－ｍｉｎ犼∈｛１，２｝μ狓

Ｔ（狋）犘犼（狓）０｝，犜犻｝－狋犽－τ犇，其中狋犽 和

狋犽＋１ 是两个相邻的切换时刻．τ犇 ＞０是驻留时间，并且与最大的驻留时间τ

犇 之间满足这样的关系：τ


犇 ＝

ｌｎ（μ）

λ０
τ犇 ＋ε，且ε满足ε＞

τ犇

２λ１
．犜犻 为第犻个子系统受状态反馈机制驱动的最大时间，并记犜＝犜１＋

犜２ ＜ητ犇，且η＝
４λ１ε

τ犇
－２＞０．关于系统的鲁棒性，有如下结论．

定理２　对于受扰系统（１０），若假设１成立，那么在切换法则（１１）作用下，可得：ｉ）当扰动有界时，系统状

态有界；ｉｉ）当扰动有界且收敛时，系统状态有界且收敛；ｉｉｉ）当扰动指数稳定时，系统状态指数稳定．

证明　该证明的主要思路是：首先构建系统状态关于初始状态和系统扰动的上界；然后由上界的表达式

证明ｉ）～ｉｉｉ）．

由于σ（狋０）＝１及σ（狋０）＝２时，证明过程类似，因此本文只给出σ（狋０）＝１时的证明．

对于二次型类Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数（３），它沿系统轨线的导数
ｄ

ｄ狋
犞（狓（狋））＝狓

Ｔ（狋）犙犻狓（狋）＋２犳
Ｔ
犻（狋）犘犻狓（狋）．

引入如下符号狆犻＝‖犘犻‖．

假设切换时间序列是 ｛狋０，狋１，狋２，…｝，固定一个切换时刻狋犽，此时σ（狋犽）＝１．由切换法则得，在［狋犽＋τ犇，

狋犽＋１）∪［狋犽＋１＋τ犇，狋犽＋２）区间上，系统由状态反馈切换机制控制；在［狋犽，狋犽＋τ犇）∪［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇）区间上，

由时间驱动切换机制控制．

当狋∈ ［狋犽＋τ犇，狋犽＋１）∪ ［狋犽＋１＋τ犇，狋犽＋２），且 ‖狓（狋）‖ 
４狆犻

λ０
‖犳犻（狋）‖ 时，可得

ｄ

ｄ狋
犞（狓（狋））＝狓

Ｔ（狋）犙犻狓（狋）＋２犳
Ｔ
犻（狋）犘犻狓（狋）＜２犳

Ｔ
犻（狋）犘犻（狓）

λ０

２λ犻１
犞（狓（狋））， （１２）

同样，当 ［狋犽，狋犽＋τ犇）∪ ［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇），且 ‖狓（狋）‖ 
４狆犻

λ０
‖犳犻（狋）‖ 时，可得

ｄ

ｄ狋
犞（狓（狋））＝狓

Ｔ（狋）犙犻狓（狋）＋２犳
Ｔ
犻（狋）犘犻狓（狋）＜λ０犞（狓（狋））＋２犳

Ｔ
犻（狋）犘犻（狓）

２λ犻１λ０＋λ０

２λ犻１
犞（狓（狋）），

（１３）

　　为了便于本文之后的讨论，令

λ１＝ｍｉｎ犻∈｛１，２｝λ犻１，λ狀 ＝ｍａｘ犻∈｛１，２｝λ犻狀，＝μ
２ λ狀

λ１槡 ，γ１（狋）＝ｍａｘ（‖狓０‖ｅ
－
λ０

２λ１
［
２λ１ε

２τ犇 ＋犜
－
１

２
］（狋－狋０），

４狆犻

λ０
‖犳犻（狋）‖）．

显然，γ１（狋）是分段连续的．进一步，在γ１（狋）不连续处重新定义，使其左连续，可得：

‖狓（狋）‖ γ（狋）
ｄｅｆ
 ｓｕｐ
ζ∈［狋０，狋］

γ１（ζ）ｅ
－
λ０

２λ１
［
２λ１ε

２τ犇 ＋犜
－
１

２
］（狋－ζ），狋狋０． （１４）

　　对于（１４）式，当ε＞
τ犇

２λ１
，η＝

４λ１ε

τ犇
－２＞０，犜＜ητ犇 时，可得

２λ１ε

２τ犇 ＋犜
－
１

２
＞０．根据反证法，假设（１４）

式不成立，那么必在某个时刻狋 ＞狋０，有‖狓（狋）‖＞γ（狋）．由于‖狓０‖γ１（狋０），并根据系统状态的连

续性，必然存在某一时刻狊∈ ［狋０，狋）使得下列不等式同时成立：
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‖狓（狊）‖ γ１（狊），

‖狓（狋）‖ γ１（狋），狋∈ （狊，狋］．
｛ （１５）

同时，也必定存在正整数犽，使得狊∈ ［狋犽，狋犽＋２）．结合不等式（１２），可得

ｄ

ｄ狋
犞（狓（狋））＜

λ０

２λ犻１
犞（狓（狋））， （１６）

对 狋∈ （狊，狋］∩ （［狋犽＋τ犇，狋犽＋１）∪ ［狋犽＋１＋τ犇，狋犽＋２））成立；同理，由不等式（１３）可得

ｄ

ｄ狋
犞（狓（狋））＜

２λ犻１λ０＋λ０

２λ犻１
犞（狓（狋））＜

λ０

２λ犻１
犞（狓（狋））＋λ０犞（狓（狋））， （１７）

对 狋∈ （狊，狋］∩ （［狋犽，狋犽＋τ犇）∪ ［狋犽＋１，狋犽＋１＋τ犇））成立．

因此，对于狊１，狊２ ∈ （狊，狋］∩ ［狋犽，狋犽＋１），根据（１６）～（１７）式可得

犞（狓（狊２））＜ｅ
λ０

２λ１１
（狊２－狋犽－τ犇 ）犞（狓（狋犽＋τ犇））＜ｅ

λ０

２λ１１
（狊２－狋犽－τ犇 ）ｅ

λ０

２λ１１
（狋犽＋τ犇－狊１）ｅλ０

（狋犽＋τ犇－狊１）犞（狓（狊１））

ｅ
λ０

２λ１１
（狊２－狊１）ｅλ０τ犇犞（狓（狊１））．

同理，对于狊１，狊２∈（狊，狋］∩［狋犽＋１，狋犽＋２），有犞（狓（狊２））＜ｅ
λ０

２λ２１
（狊２－狊１）ｅλ０τ犇犞（狓（狊１）），故对于狊１，狊２∈（狊，狋］∩

［狋犽，狋犽＋２），可得

犞（狓（狊２））＜ｅ
λ０

２λ２１
（狊２－狋犽＋１－τ犇 ）犞（狓（狋犽＋１＋τ犇））＜ｅ

λ０

２λ２１
（狊２－狋犽＋１－τ犇 ）ｅ

λ０

２λ２１
τ犇 ｅλ０τ犇犞（狓（狋－犽＋１））＜

ｅ
λ０

２λ２１
（狊２－狋犽＋１－τ犇 ）ｅ

λ０

２λ２１
τ犇 ｅλ０τ犇 ｅ

λ０

２λ１１
（狋犽＋１－狋犽－τ犇 ）ｅ

λ０

２λ１１
（狋犽＋τ犇－狊１）ｅλ０τ犇犞（狓（狊１））＜ｅ

λ０

２λ１
（狊２－狊１）ｅ２λ０τ犇犞（狓（狊１）），

（１８）

且

犞（狓（狋犽＋２））＜ｅ
－２ｌｎμｅ

λ０

２λ１
（狋犽＋２－狋犽）ｅ２λ０τ犇犞（狓（狋犽））． （１９）

　　如果狋 ＞狋犽＋２，令犾为满足狋 ＞狋犽＋２犾 的最大非负整数．类似的结论为：

犞（狓（狋犽＋２犾））＜ｅ
－２（犾－１）ｌｎμｅ

λ０

２λ１
（狋犽＋２犾－狋犽＋２）ｅ２

（犾－１）λ０τ犇犞（狓（狋犽＋２）），犞（狓（狋））＜ｅ
λ０

２λ１
（狋－狋犽＋２犾）ｅ２λ０τ犇犞（狓（狋犽＋２犾））．

综上可得犞（狓（狋））＜ｅ
－２（犾－１）ｌｎμｅ

λ０

２λ１
（狋－狊）ｅ２

（犾＋１）λ０τ犇犞（狓（狊）），因此，可推出如下结论

‖狓（狋）‖
２

１

λ１
犞（狓（狋））

１

λ１
ｅ－２

（犾－１）ｌｎμｅ
λ０

２λ１
（狋－狊）ｅ２

（犾＋１）λ０τ犇犞（狓（狊））

λ狀

λ１
ｅ－２

（犾－１）ｌｎμｅ
λ０

２λ１
（狋－狊）ｅ２

（犾＋１）λ０τ犇γ
２
１（狊）＝

λ狀

λ１
ｅ４ｌｎμｅ－２

（犾＋１）（ｌｎμ－λ０τ犇 ）ｅ
λ０

２λ１
（狋－狊）γ

２
１（狊）

λ狀

λ１
ｅ４ｌｎμｅ－２

（犾＋１）λ０εｅ
λ０

２λ１
（狋－狊）γ

２
１（狊）

λ狀

λ１
ｅ４ｌｎμｅ

２λ０ε

２τ犇 ＋犜
（狋－狊）ｅ

λ０

２λ１
（狋－狊）γ

２
１（狊）＝

λ狀

λ１
ｅ４ｌｎμｅ

λ０

２λ１
［
２λ１ε

２τ犇 ＋犜
－
１

２
］（狋－狊）γ

２
１（狊）γ

２（狋
）．

上式和假设 ‖狓（狋）‖ ＞γ（狋）＞γ１（狋）矛盾．因此，可推得不等式（１４）成立．

最后，由（１４）式可推导ｉ）～ｉｉｉ）．

ｉ）由于扰动有界，即存在犖犳 ＞０使得 ‖犳犻（狋）‖ 犖犳．很明显，γ１（狋）ｍａｘ（‖狓０‖，
４狆犻

λ０
犖犳），狋

狋０，因此，系统状态有界：‖狓（狋）‖ ｓｕｐ
［狋０，狋］
γ１（狋）ｍａｘ（‖狓０‖，

４狆犻

λ０
犖犳）．得证．

ｉｉ）假设犳犻（狋）是有界和收敛的，对于任意给定正数δ ＜ 犖犳，存在时刻 犖 狋０，使得 ‖狓０‖ 

δ


ｅ
λ０

２λ１
［
２λ１ε

２τ犇 ＋犜
－
１

２
］（狋－狋０），‖犳（狋）‖ 

λ０

４狆犻

δ


，狋犖．进一步推得，对于任意给定的δ，存在犖 狋０，满足下式

‖狓（狋）‖ γ（狋）δ，狋犖．由于δ的任意性，可推得系统状态的收敛性．

ｉｉｉ）对于扰动指数收敛的情形，假设 ‖犳犻（狋）‖ βｅ
－α（狋－狋０）其中α 和β 为正实数．对于 狋狋０，有

‖狓（狋）‖ ｍａｘ（‖狓０‖，
４狆犻

λ０
β）ｅ

－ｍｉｎ｛
λ０

２λ１
［
２λ１ε

２τ犇 ＋犜
－
１

２
］，α｝（狋－狋０），狋狋０，因此系统状态指数稳定．
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３　数例仿真

考虑一个三阶线性切换系统，其系统矩阵分别为

犃１＝

－２．０ １．４ ５．９

－８．０ －５．７ －０．２

０．６ ５．８ １．６

熿

燀

燄

燅

，犃２＝

１．０ －０．５ －２．８

４．８ －５．０ １．１

－１．０ －６．６ －２．１

熿

燀

燄

燅

，

取μ＝１．９，λ０＝３，经过计算可知，τ犇 ＝０．２１４．

首先，假设系统初始状态为狓０＝［１，０．３，－１］
Ｔ．在切换法则（４）作用下的系统状态轨线和切换信号如图

１所示．利用参考文献［２０］中的切换法则（３），选用参数狉１＝狉２＝０．１，τ１＝０．０２９６，τ２＝０．０５０４．经验证知，系

统在８ｓ内切换了８４次，系统状态轨线和切换信号如图２所示．而采用了本文所使用的切换法则后，８ｓ内切

换了３０次，切换频率明显下降．
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接下来，考察系统受外界扰动的情形．设系统外部扰动分别为

犳１（狋）＝［－狋ｅｘｐ（－狋），ｓｉｎ（２狋），－０．５］
Ｔ，犳２（狋）＝［０．５ｓａｔ（狋－１），ｓｇｎ（ｃｏｓ狋），－

１

１＋狋
］Ｔ，

珚犳犻（狋）＝
１

１＋狋
犳犻（狋），犻＝１，２．

显然犳犻 有界而珚犳犻 收敛．图３和图４分别是带有界扰动犳和收敛扰动珚犳的系统在切换法则（１１）下的状态轨

线，和本文结论相符．

４　结　论

本文研究了切换线性系统的鲁棒稳定性问题．在选取的切换法则下，不仅保证了线性系统的稳定性，也

具有良好的鲁棒性．虽然在本篇论文中仅验证了含有两个不稳定子系统的切换线性系统的稳定性问题，但很
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明显是可以推广到含有多个不稳定子系统的情况．并且，多元二次型Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的稳定性条件也被放宽

为在驻留时间内为非减的．而在切换时刻，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数将通过依赖状态的切换法则被迫减小．之后又通过

修改切换法则，验证了其鲁棒性．最后数例仿真验证了切换法则的有效性．
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